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PRÉFACE. 



Les ttombreui changemeiiiSi ou pour mieux dire, la 
traBsformation que nous avons fait subir, dans cette se- 
conde édition, à notre Traite de Géométrie, sont telle- 
ment iiiipoi Laiiis que, pour mieux leb earaclériser , nous 
avons dû changer le titre de l'ouvrage. Tous ceux, qui oni 
fait de la Géométrie une étude même superficielle, ont dû 
remarquer qu'entre la Géométrie plane et la Géométrie 
dans l'espace , il existe de nombreuses analogies. Eu y re- 
gardant de près, ou reconnaît, non seulement que chaque 
proposition de Géométrie plane a, pour ainsi dire, son 
analogue dans la Géométrie des trois dimensions, mais 
encore que la proposition de Tespace admet généralement, 
ou la même démonstration que la proposition de Géométrie 
plane à laquelle elle correspond, ou s'appuie sur celle-ci, 
pour devenir un de ses corollaires. On conçoit alors qu'il 
doit y avoir de grands avantages à rapprocher les deux 
Géométries , à les lier dans un ordre tel , qu'on puisse eu 
faire une étude simultanée. Rien , d ailleurs , ne nous sem- 
ble plus pliilusopliique , plus iirupt e à développer l'inlelli- 
gence des élèves^ que de les exercer conlinuellemeul à 
étendre chaque raisonnement bien compris à tous les cas 
qu'il peut embrasser. Mettre à profit les nombreuses analo- 
gies d'énoncé et de démonstration qui régnent entre les 
deux Géométries, faire en sorte qu'on puisse, sans beaucoup 
d'efforts, s'élever de Tune à l'autre , restreindre aussi, le 
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plas possible , la forme des démonstrations , tel a été notre 
batt et tel est le plan de cette nouvelle édition. Il est bien 
entendu qnenousavonslalssé à la Géométrie plane son indé* 
pendance pleine et entière ; nous voulons dire qu*ttne pro- 
position de celle-ci ne s'appuiejamaissurune proposition de 
Tespace ; car, bien que cha(jiio jnûpubiiiuu de Géomélrie 
plane soit accompagnée de si s analogies, il ne faut pas 
croire qu'on sera nécessaireuieiu obligé de faire marcher 
de fronl, dès le commenceincni, l'étude des deux Géomé- 
iriesj des esprils encore peu exerces pourpaieni confondre 
deux branches distinctes de la même science : d'ailleurs , 
comme il importe de bien faire saisir l'encbatnement des 
propositions de Géométrie plane, on ne saurait en scin- 
der l'étude sans inconvénient; d'un autre c6téy on ne peut» 
dans notre système , s'élever à une proposition de Tes** 
pace, qu'autant qu'on possède bien la proposition cor* 
respondante de la Géométrie plane ; on devra dane 
étudier d'abord eelle-ci , eoU par ehapUre» , êoU dane 
ton entier, en laistant de côté leê analogies (1); 
revenir ensuite sur ses pas , ufai de revoir la Ce'th 
métrie à deux dimensions , et alors, chemin faisant ^ 
s'' élever à la Géomélrie dans Pespace; à ce moment 
rélude simultanée des deux Géomélries se pi odiiira dans 
tous ses avantages. L'expérience nous a appris qu'un élève 
d'une inielU|;eace ordinaire pouvait de lui-même » par la 
seule puissance de l'analogie , démontrer sous les yeux du 
maître, et sans étude préliminaire , toute proposition qui 
dans notre ouvrage n'est pas explicitement démontrée. Ia 
généralisation ayant été notre but constant, nous donnons 
aussi (page 24) la forme générale du raisonnement par 
l'absurde , en l'appliquant même à des cas abstraits $ en 
même temps nous indiquons les réciproques comme 



(1) Tout ce qui apparlieni à k Géométrie de l'espace > a été imprimé 
en plus petit caractère. 
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admettant celte forme de raisonDemem $ aiosi , quand 
rélève lira le mot Béeiproquemenî en téte d'un énoncé , il 
saura d'avance quelle marcbe il foui suivre pour arriver à 

la démoniratîon ; il en est encore des réciproques comme 

des analogies, le plus souvent les élèves les dénionlrent 
sans élude préalable, lu nies les fois qu'ils se soin bien péné- 
trés, à l'avance , de la (orme générale du raisonnemeui par 
l'absurde. 

Malgré les soins que nous avons apportés dans notre tra- 
vail , qui présentait des difficultés de toute espèce , notre 
œuvre est sans doute encore bien imparfaite : mais» quel 
que soit le mérite de notre ouvrage , la méthode que nous 
proposons est bonne ; ceux de Messieurs les professeurs 
qui voudront bien en faire l'épreuve , verront le succès 
dépasser leurs espérances. 'Les deux Géométries, loin de se 
nuire, s'éclaireiU niulucllemeni par leur éiude siniuUanée; 
les habitudes de comparaison pi ovoqurini l'esprit de recher- 
che , les élèves sont bieiuôt amenés a pouvoir trouver eux- 
mêmes les analogies d'une proposition donaée; on peut 
ainsi leur faire faire de petites découvertes qui servent 
puissamment à exciter leur .émulation et à soutenir leur 
courage. Les besoins de renseignement Géométrique ap- 
pellent upe méthode, qui , tout en fortifiant les études, en 
abrège considérablement la durée \ nous croyons que la 
nôtre atteint pleinement ce but» et à ce titre bous la re- 
commandons à Tattention de Messieurs les Professeurs, 
Déjà le Conseil royal de l'instmction publique a honoré 
notre livre de son suffrage (i) ; puissions^ious obtenir aussi 
celui de nos lecteurs, dont nous sollicitons la bienveillante 
indulgence 1 



(l) Sëaneeaul4iaûlS44. 
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AVIS ESSENTIEL. 



Le5 Elèves des Ecoles normales primaires, et en général 
les personnes qui ne veulent pas pousser bien loin leurs 
études mathématiques, peuvent se renfermer dans les 
limites du programme du baccalauréat ès-Ieltres , ou , en 

d'autres termes , passer les articles marqués d'une tt de 
deux étoiles, en excepiani toutefois le paragiaphe des 
cchellcs (page 184-11)1). iVous engageons aussi nos jeunes 
lecteurs à s'exercer à résoudre quelques-unes des nom- 
hicuscs applications que nous avons placées à la suite des 
chapitres , sous forme Enoncés de questions à résoudre* 
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LES ANALOGIES 

DE LA 

GËOIËTRlfi ËLËMËNÏilRË, 

on la Cié«métrte dan» l'espace 
RAMBNÉB A LA GÉOMÉTBIB PLANE. 



PREMIÈRE PARTIE. 

CÊOliéTRlE PLANE ET SES ANALOGIES AVEC LA GéOMÉTRIB 

1>Afl8 L*B$PACE. 

AT. B. Les [):issa^'cs et les uuiueros marf^uéâ d'une cloilc ue ^oiil 
point partie du pt ugt aiome d'examen poor le baccalauréal-èa^Ullres ; 
ceux marqués lie deux étoiles jpctivent être passé», sans îneonT^nienlt 
par les aapîraats.aux ^les spéciales. 

CHAPITRE PREMIER. 

NOTIONS GÉNÉRALES. 

1. On uppaile diiiicjistonsj les différenis seus biiivaiii 
lesquels on peut parcourir un corps, un corps poiivaul 
êlreparcoiu u eu allaiii de droilc à gauche, de ravnnl à 
rarrière> de bas en haui, il en résulte qu'il y a iiois di- 
iiiensioQSy largeur, longueur ei hauteur^ qu'on nomme 
aussi épaiiteur ou profondeur. 

Si un corps placé devant nos yeux s'ancantissaii à un 
instant donné, en sorte qu*il ne restât de lui que l'impres- 
sion de ses ftices, notre esprit conserverait parfaitement 
ridée de la place qu'il occupait; cette place privée de 
toute matière se nomme un espace on un ialitie. Un espace, 
étant la place qu*un corps occupe, a donc aussi les trois 
dimensions, largeur, longueur cl liauteui . 

1 
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Quel que soit Tespace que l'esprit embrasse, il en con- 
çoit on plus grand encore et toute limite lui parait impos- 
sible; un espace considéré sans limites est ïetpaee ahtolu 
ou simplement Ve^aee, 

2. Quoique les trois dimensions so irouvenl réunies 
dans ïoul ce qui est corps, nous h -, s* irions souvent par 
la pensée; ainsi nous n'avons égard qu'a la longueur lors- 
que nous évaluons la quaolilé de corde nécessaire à l'usa- 
ge d'un puits; nous tenons compte à la fois de la largeur 
et de la hauteorf lorsque nous avons besoin de calculer 
ce que coûtera la peinture dé la façade d*nn bÀtimeni; 
enfin, 11 est indispensable d'avoir égard à la fois à la lar- 
geur, à la longueur et à la profondeur, quand nous eber- 
cbons à apprécier la contenance d'nn réservoir. 

On nomtnH surface ce qui a largeur et longueur^ sam 
hauteur ou epadsseur. 

Une ligne eet ce qui a longueur sam largeur ni 
épaiteeuri les extrémités d'une ligne se nomment poinUi 
le point n*a donc ni largeur, ni longueur, ni épaisseur. 

La géométrie a pour objet de faire connaUre les ^lo- 
priétc's des espaces, des surfaces et des lignes. 

On donne le nom d'étendue à tout ce qui réunît une ou 
plusieurs des trois dimensions, largeur, longueur et hau- 
teur; ainsi un espace est une étendue en largeur, longueur 
et hauteur, une surface est une étendue en largeur et 
longueur, et une ligne est ane étendue en longueur seu- 
lement. 

On nomme figure de Véiendue la manière déni eeife 
éêendue est limitée en tout sens. 

3- On sait que pour oslimer une grandeur on la com- 
pare à une autre grandeur de môme espèce, arbitraire- 
ment choisie pour unité ou pour iet-me de comparaison ; 
on sait aussi que celle comparaison se fait en 'Cherchant 
combien la quantité qu'on veut mesurer contient d'unités 
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et de parties d'unités : d'après cela, pour évaluer un es- 
pace, on comparera cet espace à un autre espace arbitrai- 
rement choisi pour uoilé^ pareillement pour estimer une 
surface on la comparera à une autre surface choisie pour 
ternie de comparaison, on comparera de même nne ligne 
à une antre ligne prise pour unité. Gela posé : on appelle 
meiure de la quantité que Ton considère, le nombre 
abstrait qni exprime le résultat de cette comparaison, d*o& 
il suit que ia mesure tPune quantité eit le nomhre 
ahifraii qui contient autant d'unité» ou de parties 
d'imités, que la quantitc donnc'e renferme d unilés ou de 
parties d unités de son espèce*, connaissant la mesure 
d'une quantité, on en aura la valeur, en chan;?eant en 
iJiiiiL's concrètes de Tespèce de celte quantité, les unités 
du nombre abstrait qui iui sert de mesure. Si par exemple 
l'unité linéaire est le mè(re, et qu'une ligne ait pour n^- 
sure le nombre abstrait h, cette ligne vaudra 4 mètres. 

La mesure d'une quantité prend les noms particuliers 
de volume ou solidité, aire, longueur, suivant qu'elle se 

rapporte à un espace, à une surface ou a une lii,'ne. 

U. Pour aller d'un point donné A à un autre point donné 
B (fig. 1), il existe une inimité de chemins, AB, AMB, 
ACDB, ANB,etc. 11 est évident que parmi tous ces cbe- 
mins il y en a un AB plus court que tons les autres ; ee 
chemin ou cette ligne la plus courte entre deuw points 
donnés se nommé une ligne droite* 

Une ligne droite LG (iig. 2) est dite le prolongemenL 
d'une autre AB, lorsquen joignant le point A au point 
C par une nouvelle droite AC, celle-ci recouvre par- 
faitement les deux autres AB, BG. 

il résulte de cette définition qu'une ligne droite peut 
être prolongée aussi loin q&*on voudra, de part et d'autre 
de ses deux extrémités. 

b. Toute ligne ACUB (fig. 1) composée de lignes 
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droites est une ligne brisée, ei une ligne qui n*esi ni 
droite ni brisée est une ligne courbe; telle est la ligne 
AMB. 

6. Un plan est une surfaee sur laquelle une ligne 
droite peut être, en chaque point, appliquée dans toute 
son étendue et dans tous les sens. 

Une eaa tranquille de pea d'étendue offre Texemple 
d'une surface plane. 

La géométrie se partage ordinairement en deux grandes 
divisions î la géométrie plane et la géométrie dans 
r espace. 

La géomélrie plane ue considère que des figures dont 
les diverses parties peuvent éire contenues par une sur- 
face plane; la géomélrie dans Tespace, au contraire^ a 
égard aux trois dimensions de l'étendue Q), 

Une surface composée de surfaces plaues est une mr- 
faee brisée, et une surface qui n'est ni plane ni brisée est 

é 

une surface courbe, 

7. La circonférence est nue courbe plane ( c est-à-dirc 
située toute entière dans un planj dont tous les points 
sont égalemefit distants d'un point intérieur nommé 
centre , 

Le eerele est la portion de plan enfermée par la 
eireonférenee. Quelquefois on emploie le mot cercle pour 
désigner la circonférence. 

Pour Llccrire une circonférence sur un plan douué, on 
se sert d'un compas qu'on ouvre d'une certaine quantité, 
on fixe ensuite l'une des poiuies au point qu'on a choisi 
pour ceniic, et on fait mouvoir l'autre pointe sur le plan} 
la trace laissée par cette pointe est évidemment une circon- 
férence. 



(*J Les propotilions de géométrie plane ont été imprimées en ca 
raclere ordinaire, les autres en caractère plus petit. 
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La diiianee e<miiamt$ OC du e$nir9 0 à un pomi 
queleonigue Cde ia (fig. 3), §0 nomm9 

rayon, et toute droite AC qui se termine de pari et 
d'autre à la cîrcoufe'rcuce Cèt une corde; panm les 
eordesj on nomme d in mètre celle qui pane par le 
centre^ le diamètre ( !»t donc double du rayon. 

Toute poriion AMC de eirecnférenee i^appelU arct 
la corde AC de cet arc se nomme aassi sa ious^iendanie. 

Un seeiêur e$i une poriien de eereie eemprise entre 

un arc et les deux rayons qui passent par les deuw eX" 

ticmilLU de cet are. La buiiacc OAMC repicscnie uu 
secteur. 

Un iegmeni de cercle est une portion de cercle corn- 
priée enite un mre ei sa corde, La portion de cercle ACM 
représente un segment. 

On nomme séèante toute ligne droite DE gui ren^ 
eontre ia eireonférenee en ptue d'un point, et qui se 

prolonge ^ en dehors de la circonférence ^ au delà des 
points où elle la rencontre. 

Une ligne droite est tangente à un cercle quand elle 
ne rencontre la circonférence de f^r rcrcle quen un seul 
point i telie est la ligne droite FG. Le point H où la tan- 
gente rencontre la circonférence /est le point de eontaet 

Deu9 eiroonfikweee eont tangentes, quand ellee ont 
un seul point de commun; ce point se nonuue aussi point 
de coniaci. 

analogiës du numéro précédent. 

8. La splière est un sotide terminé par une surface courbe dont 
tou$ tes points eont igatemeui datants (f «n point intérieur nommé 
cenwe. 

On peut oonoevoir ce solide comme engendi-é la rotation 
d'un demi onde AMB (Jig. Z), autour de son dlamètie AB ; il est 
évident ^ue tous les points de la surface {Muroounie par la 
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portion de circonférence AMB, seront également éloignés du 
centre 0 de celle circonférence. 

La distance constante du centre de la sphère à icn point quel- 
conque de la surface se nomme ra>jr>n, et toute ligne droite qui se 
termine de part et d'autre à In xurjui e est une corde; panni les 
cordes on nomme diamètre celle qui passe par le centre^ le diamètre 
est donc double du rayon. 

On nomme sécante toute ligne droite qui rencontre la surface 
de la sphère en plus d'un points cl plan sécant tout plan qui ren- 
contre la surface de In sphère en plus d'un point. Vn plnv r<;t tan- 
gent à la sphère quand il ne rencontre la surface de cette sphère 
qti^en un seul point; pareillement une droite est tangente à la 
sphère quand elle ne rencontre la smfacc de cette sphère qu'en 
un sntl point : le point où le plan tangent rencontre la splièn^ est 
le point «le contact ; pareillement te point où la tangente rencontre 
la sphère est le point de contact. 

Deux sphères sont tangentes quand eltes ont un seul point de 
emmmm. Ce point se nomme aussi point de contact. 

9. La géométrie repose sur na petit nombre d^axiômes 
ou vérités évidentes par elles-mêmes ; dans ce traité nous 
en adopterons six ; les veiei : 

1° Le tout est plus grand que sa partie. 

Le tout est égal à la somme des parUee dam les- 
^lêeilee il a été partagé, 

$• Dcu» grandeurs de même espèce sont égales ^ 
hrsqu^éiani placées tune sur Vautre eiles eawcident 

dans loiile leur étendue . 

4^ Deux quantités égales à une troisième sont égales 
entre elles, 

5" D'un point à un autre en ne peut mener qvkune 
seule ligne droite. 

îf* Une ligne droite ne peut se pevlanger que d'une 
seule manière au-*delà d^un quehtmque de ses points» 

10. Il résulte, des axiômes 5 et 6 du numéro précédent, 
que deux lignes droites coïncident dans toute leur éteu- 
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due des qu'effes ont deux pamtê eammum e car, soient 
A et B (fig. li) les deux points conumnos aux deux droites ; 
d*abord les denx droites n*en feront qn'nne entro les points 
A et B puisque d'un point i un antra on no peut mener 
qtt*ane seule ligne droite (m* 5) : Je dis de pins qu^an-delà 
de ces deax points elles coïncideront encore; en effet, si 
ces droites pouvaient se séparer en un point C et devenir 
riiiu' A(^,Y, l auiie ACX, il s'ensui\ luit que Li droite AC 
pourrait se prolonger au-Uela du point C de deux manières 
différent s, ce qui est contraire an dernier des axiôraes 
précédents. On di'dnii de l:i (:;uc pour faire prendre à une 
droite donnée la direction d'une autre droite , it ttiffira 
de faire coïncider d&us pointe de la pretnière avec deus 
points de la eeeende^ car à oet instant les deux droites 
coïncideront dans tonte leur étendue. 

Une autre conséquence des axiômes précédents est celle* 
ci : Une ligne éroiie eeteiiuée tout entière dam un plan 
dêê qu*elle y a deus de eee pomlt; en effet, par Tun des 
points donnés on peut appliquer une ligne droite sur le 
plan et donner ensuite à cette ligne une direeiton telle 
qu elle aille passer par l'autre point ; h cet instant la ligne 
druiie, ainsi menée, qui est toute entière dans le plan, coin- 
t'idt ra avt'c la di oile donnée puistju elle aura doux points 
communs avec elle, donc aussi la droite donnée s'appli- 
quera toute entière sur le plan. Il résulie aussi de cette 
dernière propriété que suivant une droite donnée on peut 
conduire une infinité' de p/ait^ , puisqu'il suffît de faire 
toucher la droite donnée en deux points par les différents 
plaiis pour qu'elle soit contenue toute entière dans cbacun. 

11. Dana la suite nous dirons souvent droite au lieu de 
ligne droite, et quand nous parlerons d'une ligne sans en 
désigner Tespèce^ il sera toujours question d'une ligne 
droite. Pour désigner une ligne droite , nous emploierons, 
en général deux leiires placées sur deux points do celte 
ligne, mais il faudra concevoir cette ligne prolongée aussi 
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loin qu'on voudra au-delà de ces deux pointSj à moios 
toutefois que la nature de la question n'exige qu^ron con- 
sidère des lignes de grandeur finie. 

12. Nous emploierons dans la suite certains tonnes dont 

uous allons faire connaître ici la signification : 

Théorème, est une vérité qui devient évidente au moyen 
d*un raisoDoement appelé déoionsiraiiou. 

Problême f est une question proposée» qui exige une 
solution. 

Lenwie , est une vérité employée subbidiaircment pour 
la démonstration iïnn iliéorènio ou la solution d'un pro- 
blème. Le nom c oinniun {\q proposition s'attribue iodifie- 
remuent aux ibéorèmeâ , problèmes et Icmmes. 

Corollaire , est la conséquence qui découle d'une ou plu- 
sieurs propositions. 

Seolie , est une remarque sur une ou plusieurs proposi- 
tions précédentes tendant à faire apercevoir leur liaison, 
leur restriction ou leur extension , leur uiiliié. 

Hypothèse , est une supposition faite , soit dans l'énoncé 
d'une proposition, soit dans le courant d'une démonstration. 



n£S IKFIRIIIBIVT PETITS ET DE LA MESliUE DES QUANTITÉS 

E.X GÉiNÉRAL. 

13. Une quantité est infiniment petite , ou pour par- 
lerplw exactement, indéfiniment petUe, hrequ^elie ett 
suiceptible de devenir aueH petite qu'en veut. 

Par opposition^ une quanliic est infmimcut grande 
ou infinie^ lorsquellc est susceptible de devenir aussi 
grande quou veut. 

Une quantité qui nest ni infiniment petite^ ni infinie^ 
eet une quantité fime» 
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iU. Veux quantités finies peuvent être regardées 
comme égales lùnque leur différence cet infinimmi 
petito- 

El en effet , l'on ne sauraii assigner entre ces deux quan- 
tités aucune incgaliié , quelque petite qu'on la suppose. 

TBÉOAëM£. 

* 15. Si ton mulHpUe parun nomhre finimne quemUté 
infiniment petite, h prodnii eera mmi une quanH'W 

infiniment petite. 

T.n ofTei , ce produit diminuanl dans Te inèiiie rapport 
que i inliniment peiil , pourra devenir lui-même au&st pelil 
qu'on voudra. Cesi ainsi , par exemple , que ce produit de- 
viendra ou un million^ ou un miiliardy etc.» de lois plus 
petit» si rinfîniment petit devient lui-même ou un miUion 
ou un milliard t etc., de fois plus petit. * 

Corollaire Lee quanHiée infiniment peUtes^ ainsi que 

les quantités finies, peuvent ut air des l'appor/s <i\icl- 
eoaquvsy va\ (kait)laiit, u i^'laiil, etc., UU iiàiiuiait'Ul 

pétition oLuieut eucore un iniiuimeni petit. 

THÉORÈME. 

16. Tout nombre fini divisé par une quantité infini" 
ntent petite donne pour quotient un nombre it^ni. 

En effet) le quoUeni du nombre fini et de rinflnimeut 
petit peut être rendu aussi grand qu*on veut , puisque ce 
quotient crott dans le même rapport q ue le diviseur diminne. 

Corollaire. Les quauiiù's ittfîfiies aifisi que les quan - 
tités fimes peuvent avoir des rapports quelconques. Si 

M 

Ton divise par exemple la quantité infinie par la quan- 

* N 

lilé intinic M , N, K, éiaul de& quautuc:» iiiucî» el i un 
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.... M N MKi MK ^ 

atlribuani aux quantités M, N, K, des valeurs convenables, 

MK 

on rendra le quotient — égal à tel nombre qu'on voudra. 

THÉORÈME. 

** 17. Si l'on multiplie par un nombre infini une 

quantité infiniment petite^ le produit pourra être une 

quantité finie, 

SoiiM une quantité finie, # et u deux quantités infini- 

M 

ment peliies, si Ton multiplie u par la quantité infinie y 

on aura pour produit ^^=M^, et Ton voit que ce pro- 
duit sera une quantité finie toutes les fois que le rapport 

jsera lui-même une quantité finie. 

18. Deux oupluiieun quantitét homogènee sont dites 
eommeneuraMes, lorequ'ii exiite une quantité finie de 
même espèce, qu'elles eonHmnent respectivement un 
nomhre exact de fois. Celte quanlilé qui se irouve ainsi 

conienuc un nombre exact de fois dans chacune dcb quan- 
tités doniiccb,esL la eoiiiututie mesure de ces quantités. 

Lorsque plusieurs qiuuiiiiés admettent une commune 
mesure, elles en admeueni uni intiiiiic ; car, en pariageani 
la commune mesure en tant de parties égales qu'on voudra, 
chacune de ces parties sera une nouvelle commune mesure 
des quantités données. 

Par opposition, deux ou plusieurs quantités de même 
espèee sont dites ineommensurahleSf lorsqu'elles n*ont 
pas de commune mesure. Nous verrons plus tard quil 
existe des quantités incommensurables. 

THÉORÈME. 

* 19. Deux (ni plutiieurs grandeurs de même espèce, 
eommensurables ou incommensurables^ admettent 
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toujourt UNc commune mesure infiniment petite. 
Supposons, pour lixerles idées, qu'ilsoilqui >iioi)(ie trois 
lignes Afi , B6, Ce (^fig, 5) , de grandeur Unie , suii i une 
lii^ne droite infiniment petite, el imaginons que cette lijjne » 
soii portée sur tes ligues données , auiaul de lois qu'elle 
pourra y éire contenue, la dernière division aboutira sur 
chacune de ces lignes en des points lels, que les restes Do^ 
ïe » s*il y eo a, seront moindres qae i \ mais • est nue 
quantité infiniment petite, donc à plus forte raison les 
restes, qui pourront par conséquent être négligés (n« ik)\ 
donc tes lignes données peuvent être considérées comme 
contenant la quantité i un nombre exact de fois, ce qu'il 
fallait déuiuiiu i i . C. O. V. 1). 

* 20. On sait i\{\une quaniit, vomnittiiiii inlile avec 
Cuni/c' est eTprimcc fuir iv ra/>/>orf de deux nomir<'>( rn- 
iiers finis ; par exemple i»i une ligne el bon uniié coniien- 
aent leur commune mesure 5 fois et 6 fois, la ligne aura 
pour mesure \ \ dis aussi que lou/e quantité ineommen- 
mraile avec ton unité pourra être exprimée par h 
rappcri tie deu» nambrtê entière mais infinis. Supposons 
qo*on ait porté sur Tuniié et sur la ligne donnée A , leur 
commune mesure infiniment petite , en nommant m et n 
les nombres entiers qui marquent le résultat de cette dou- 
ble opération, nous aurons A s-^, puisque, par bypo* 

thèse, A contient n parties de Tunilé partagée eu m parties 
égales. 

On nomme somme, différence, produit, rapport de 
deux quantités^ la sotnmc^ /a différence, le produit, le 
rapport des nombres abstraits qui servent de mesure à 
ces deux quantités, 

TBÊORÈIIB. 

31. Deux quantités eommensurabf es sont entre elles 

comme les nombre» entier» qui e.r priment combien 
de fois chacune d'elles contient la commune maure. 
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Supposons, iKHir fixer les idées, qu'il soiiquesiion de deux 

lignes A el B {fig. 6) , soil / leur commune mesure, admei- 
lonsque les ligues A cl Bcoiuicnnent celle coramuue me- 
sure 12 fois ei 13 fois, cl je dis qu oi» aiua A * B 12 I 13. 
Les lignes A ci li éiaiil rupporiées à la même unilé linéaire, 
au iiieU e par exemple, U s nombres abslrails qui servent de 
mesure à A el à B seroni respcciivemeni 12 fois ei 13 fois 
plus grands que celui qui sert de mesure à ^, on aura doue 

Mais le rapport de deux quantités est le rapport des 

nomhres (thaliaila qui leur servent de Jiiesure ; donc, à 
cause que les nombres 121 et 13/ sont les mesures respec- 
tives de A cl de B , on aura 

A__12Z_12 

ou ce qui esi la même chose A : B : : 12 : id. 
La démonslration serait la même pour deux quaulitcs 

autres que des lignes droites. 

Scolw. On i»iouverail de la même manière que ut ud'' 
quantités quelconques boni antre elles comme les nonihrcs 
entiers infinis qui marquent combien de fois cJnu ntie 
d'elles contient leur commune mesure infiniment petite, 

TBÉOBàllE, 

22. Héciproqutment t âeuw quantités sont eommcMu- 
rahles quand elles sont entre elles comme deux nombres 

entiers. 

Soient AelB les nombres qui servent de mesure aux 
deux quantités , et supposons , pai « xeuiph;, (jue ces deux 
quantités soient entre elles comme les nombres eoiiers 
7 ei 13 } nous aurons 

A : D;; 7 ; 13, d'où A = 1bî 

19 

A el B admeiienl donc poui' commune mesure tv de B, 
puisque A contient celte quantité 7 fois, et B 13 fois» 
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* Le rapport de deux quantités Incomtnensurûbles 
e$t un nombre mcommemurable avec funité, et réci- 
proquemenif deux quaniUéê êoni ineommeniurable» 
quand leur rapport est un nombre ineommmiurable 
avec Vunité* 

1° Si deux qiraïuiiés incommensurables pouvaient avoir 
poiii rapport le rapport de deux nombres entiers, ces 
deux quaniiks seraient commensurabies (22), ce qui est 
contre riiypoibèse; 

2"* Si deux quantités dont le rapport est un nombre 
incommensurable avec l*uoîté, pouvaient être commensu- 
rablesi ces deux quantités auraient pour rapport le rapport 
de deftx nombres entiers (21), ce qui est encore contre 
l'hypothèse. Donc , etc. > 

2û. Pi'o posons-flous main (' nanl de trouver le rapport 
de deux quatititds homogènes ; et, pour fixer les idées, 
supposons qu'il soit question de deux lignes droites A et 
B {fig. IJ, Si les lignes A et B étaient commensurables* 
pour obtenir leur rapport li suffirait de connaître, leur 
commune mesure, puisque ce rapport serait celui des 
nombres exprimant combien de fois chacune d'elles con- 
tient cette commune mesure (21). Nous sommes donc 
naturellement conduits à recbercher si les lignes A et fi 
ont une commune mesure. Or, si les ligues A cl !> sont 
eommensurables, elles auront une infinité de communes 
mesiHos, et parmi celles-ci, il y en aura nécessairement 
une plus grande que toutes les autres, celle pins grande 
commune mesure sera donc le plus grand commun di- 
vùeurde A et de B. Pour résoudre le problème proposé, 
on cberchera donc combien de fois la plus petite ligne B 
sera contenue dans la plus grande A ; comme elle y est 
contenue une fois avec le reste CD, on aura Tégalilé 

A = B + CD. 
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On cherchera ensuite combien de fois la ligne CD est 
contenue dans B, et, comme elle y est contenue deux fols 
avec le reste EF, on aura 

B = 2CD + EF. 

On cherchera de même combien de fois CD contient 

EF, et l'on continuera celle suite d'opérations jusqu'à ce 
qu'on parvienne a un reste qui soit coiiienu un nombre 
exact de fois dans celui qui le précède ; ce dernier reste 
«era la plus grande commune mesure des lignes données ; 
comme CD coulient EF deux fois juste, EF est la plus 
grande commune mesure cherchée , et l'on aura simple* 
ment 

CD = 2EF. 

Substituant la valeur de CD dans celle de fi, puis celles 
de B et de CD dans celle de A, on trouve B = 6£F, 
A==7EF,d'oùA:B;:7:5. 

i** Seoîie. On trouverait de la même manière que les 
arcs de même rayon A et B ffig. 8) sont entre eux : : 7 : 5. 

2*" Scolie, Si les quantités dont on veut avoir le rapport 
étaient incommensurables, l'opération précédente ne se 
terminerait jamais quelque loin qu'elle fîkt continuée, mais 
dans ce cas on peut approcher indéfiniment de ce rapport, 
ainsi qu*on va le voir dans le numéro suîvani. 

25. Soient A cl B deux quaiuiu s incommensurables, je 
me propose de trouver le rapport de A à B, par exemple 
à t4tt d'unité près. Pour cela je porterai la quantité B sur 
la quantité A autant de fois qu'elle pourra y être conlcnue ; 
je suppose qu'elle y soit contenue 3 fois avec un reste; je 
partage B en ceni parties égales, et je porte sur le reste 
fourni par la première opération B autant de fois que 
possible \ celte quantité y sera par exemple contenue 56 
fois avec un certain reste, ei je dis que le rapport de A. à 
B, suivant V approximation demandée, âora exprimé 
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par m ou par f^J. £o effet, puisque SB + ,Vo Bouf^S B 
ne forment pas loui-à-fail la quauiilé A, ou a l'iui L^ t'iié 
Al> lo^ 13. La quaijlilé A comeiiiuij, oufre tttïï B, un peih 
reste moindre que yÔtx B, l'on a aussi A <^ J B. Divisani 
par B les deux membres de ees inégalités , elies auront 
encore lieu dans le même sens, ei il viendra 

A 356 A £57 
B-^ioO' B^lOO* 

étanl compris entre rvi Hi dïSére de chacun de 

ces nombres d'une qnaniiié moindre que leur propre diffé- 
rence j or, ces nombres diffèrent de rooi P'*'' eonséquentsi 

Ton prend l'un ou Tautre pour la valeur de p , on commet 

une erreur <CtJu. Si ion eni voulu obienir le rapport de 
A à B, ou à moins de -nrou» ou à moin s de i-ôJtrô d'unité, etc., 
il aurait fallu partager B ou en 1000 ou en 10000, etc., 
parties égales; en général, le degré de l'approximation 
egi exprimé par une fraetim dont ie numérateur est 1, 
et dont fe dénominateur est le nomhre qui marque en 
combien de parties égales on a partagé la quantité 
choisie pour terme de comparaison, 

l'* Scolie. Si l'on applique successivement la méihode 
précédente à la détermination du rapport approche des 
droites A et B (fîg. 9), et des ;ircs de mémo rayon A ei B 
(Jîg. 10), ou trouvera pour le rapport approché à et 
à -i- d'unité près. 

a:b::7:io et a: b::7:5. 

'1'' scolie. Quoique nous ayons indiqué les moyens d'ob- 
tenir ie rapport exact ou par Lipproxirnuiion de deux (juan- 
tités quelconques, il ne faut pas croire que ces procèdes 
puissent être immédiatement appliqués à toute espèce de 
quantités ; car, pour obtenir un rapport, il faut , ainsi qu'oa 
vient de le voir, ou décomposer une quantité en parties 
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égales à uoe aulre , ou pamger une quâlifité en un nombre 
donné de parties égales, d'où il sait qoe dans Téiai acluel 

de nos connaissances en gëomélrie , nous ne pouvons obte- 
nir rigoureusenieiiL que le rapporl approché de deux 
droites commemurables , car sachant que deux droites 
finies sont égales quand leurs exirémités coïncident {ax. 5), 
il nous est possible de décomposer une ligne droiie eu par- 
ties égales à une autre , en poi lam sur la plus grande, au- 
tant de fois que possible , une ouverture de compas égale 
à la plus petite. A Tégard de deux droites incommensu- 
rables et de denx arcs quelconques de même rayon ^ nous 
ne pouvons encore déterminer leur rapport » car nous ne 
savons partager en parties égales, ni une droite, ni un arc, 
ni décomposer un arc en parties égales à un antre, aussi 
n*est-ce que par le tâtonnement que nous avons obtenu 
les derniers rapports des numéros 25, et eu admettant 
que, pour les arcs de même rayon , les cordes égales sous- 
tendeiii des arcs égaux. Le problème général des mesures 
exige donc que l'on étudie préalablement les propriétés 
des quantités quil considère , afin d'emprunter à la théorie 
géoniéitique les moyens de C(»mparaison dont il a besoin. 
Du reste , nous verrons que la mesure des grandeurs dont 
s'occupe la géométrie, se ramène à celle des lignes droites 
et des arcs de cercle. 

26. Ce qui précède renferme toute la théorie de la me- 
sure des lignes droiies , car mesurer une droite, c'est cber* 
cher le rapport de cette droite k une autre droite choisie 
pour unité. D'après cela, il semble qu'on doive d aljnid 
s'assurer si la ligne droite qu'on veut mesui ei est conuuen- 
sni ;ible avec son unité; mais, eu général, on devra se dis- 
penser d'un tel essai, car si l'opération de la commune me- 
sure se prolonge un peu loin> les restes deviendront bientôt 
si petits qu'il sera physiquement impossibiede lescotnparer. 
On devra donc considérer le casdecommensurabilité comme 
tout-à-fail exceptionnel , et ne rechercher dans la mesure 
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à*aiie droite , que le rapport approché de celte droite à 
celle qu*on a choisie pour unité. 

Pour mesurer une ligne droite , on se serl, en général , 
d'une règle en bois bien dressée et dont la longueur est 
celle de Tunilé linéaire. Cette règle est partagée en parties 
égales numérotées, et le nombre des divisions est rendu 
d*aatant plus grand , qu'on veut apporter plus de précision 
dans les mesures qn*on veut prendre, car nous avons vu que 
Terreur commise dans l'évaluation du rapport de deux 
droites, et provenant de la graduation de la ligne prise 
pour terme de comparaison , est moindre que Tnnité divisée 
par le nombre des divisions de celle ligue. Soit donc AB 
(^fig. 11) la ligne à mesurer, et MN l'unité linéaire, queje 
suppose, pour fixer les idées, partagée en dix pai lies égales. 
J'applique l'extrémité 31 de la ligne MN à l'origine A de 
la ligne AB, et je fais prendre à MN la direction AB; 
soit C le point où vient aboutir l'extrémité N; j'enlève 
la règle et je porte en C son extrémité M en faisant pren- 
dre à MN la direction CB } comme MN est > CB, je re- 
marque avec soin le numéro le plus rapprocbé de l'extré- 
mité B , ce numéro exprimera la longueur de CB à moins 
de 0,1 d'unité j comme B tombe entre 8 et 9, et que ce point 
est plus près de 9 que de 8^ j'en conclus AB = 1,9 à 0,1 
d'unité près. On aurait pu prendre 1,8 pour la valeur de 
AB , et l'ci reur commise eût loujours été inoindrc que 0,1, 
mais il est évident que 1,9 est une valeur plus approchée. 

Quand l'unité linéaire est le mètre, la règle est ordi- 
nairement partagée en 10 décimètres, et chaque décimètre 
en 10 centimètres, de sorte que dans ce cas, remur de 
heiure, commise dans la mesure d'une ligne^ est moindre 
que O^^Ol. 



I 
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INTERSECTION DES LIGNES DROITES ENTRE ELLES ET AVEC 
LE CERCLE , INTERSECTION DES DROITES ET DES PLANS , 
INTERSECTION DES PLANS, IMTERSECTION D£S ARCS DE 
CBRGL» SUR LA SPHÈRB. 

S7. Un angle plan, ou iimplement un angle ^ est Cou- 
verture plus ûii moins grande comprise entre deux 
lignes droites qui se terjniiicut au même point. (>e point 
de rencoûlre est le sommet de laugle. Un angle se désigne 
ordinairement parla lelire du sommet, ainsi pour désigner 
Tangie dela/ijjr. 12, nous dirons Tangie A -, quelquefois aussi 
on désigne un angle par trois lettres placées au som- 
met et sur les côtés , mais alors on met toujours au mi- 
lieu la lettre du sommet , de sorte que pour désigner 
Tangle A on dira indifféremment Tangle BÂC ou GÂB. 
Quand plusieurs angles ont leur sommet au même point, on 
emploie généralement trois lettres pour désigner Tun 
d'entre eux; ainsi pour désigner Tangle marqué d'une 
étoile {fig. 13), on dira Tangle CAD ou DaC; ou devine 
aisément la raison d'une semblable désignation. Comme 
pour dciiigner un angle, il est plus comqiode d'employer 
une seule lettre, si Ton veut désigner de la sorte l'angle 
CAD I on aura soin d'écrire dans cet angle la lettre qu'on 
veut employer, de sorte que l'angle dont il est question 
pourra aussi être désigné par m. Souvent encore on désigne 
un angle par un chiffre qu'on écrit dans l'intérieur 
de cet angle ; ainsi Tangte A ifig. 12) pourra être désigné 
pari. 

28. Deux droites situées do7is un même plan sont dites 
' * parai le les quand eUe:< ne peuvent se rencontrer à quel- 
que distance quon les prolonge Vnne et Vautre. 

S9. Deux angles BAC, B' A' G' {fig. 14) étant donnés, 
si Ton fait coïncider le sommet A' de L'un avec le sommet 
A de TautrO} et qu'on fasse ensuite prendre à A'B' la di- 
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reclion AB, s'il arrive que le côté A'C prenne la direciioD 
AC, ces deux angles seront ëgaux. I! résuke de cctie défi- 
nition que la grandeur d'un angle ne dépend pas de la 
longueur de ses cdlés , puisque deux angles peuvent être 
égauxsans avoir leurs côtés égaux chacanàcliaeoB. Dans la 
superposition précédeole s'il arrivait que AX' tombât à 
gaocbe ou à droite de ÂG, raogle B'k'C serait plus grand 
ou moindre que BAC 

rSO. Soient niainlenanl (fig. 15) deux droites CD, BE, 
qui se renconireut en un point B; si Ton fait tourner la 
droite B£ autour du point B pour lui faire prendre une po- 
sition quelconque BA , on remarquera que dans ce mouve- 
ment Tun des deux angles DB£ s^est accru de l'angle ABË, 
tandis que l'autre CBË a diminué de la même quantité; 
donc, autour de chaque point B d^une même droite Cù^ 
la somme dee anglee ac^a^Mt/^ CBE, DBE eet constante, 
€*€St'à-dire qu^elle est la même pour toutes les positions de 
BE ; 2' s'il caviste une posicion BA de BE /)OMr laquelle les 
aîigles adjacents kViC y ABD, soient égaux , cette posi- 
tion sera unique. Or, si pour une position déterminée de 
BË les angles adjacents sont inégaux , on les rendra égaux 
en diminuant le plus grand , ou en augmentant le plus petit 
de leur demi-différence , et Ton aura la position BA que 
devra prendre B£ pour que les angles adjacents ABC» ABD 
soient égaux. Pour distinguer la ligne BA parmi toutes 
celles qu'on peut mener par le point B» BA est dite j^erpenF 
dioulaire sur CD, et l'on nomme angles droite les angles 
adjacents ABC, ABD. Il résulte de ce qui précède que par 
un point I» pris swr une drûilê CD, on peut toujours 
élever sur cette droite une ligne perpendiculaire ^ mais 
qu'on n'en peut élever qu'une. 

Tout angle AB£ moindre qu'un angle droit ABD est 
un angle aigu* Tout astgle CBEplus grand qu^un angle 
droit AK , est un angle obtus. 
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Toute ligne, telle que BE, qui a est pan pcrpendicu^ 
taire tur une droite CD, est une oblique par rapport 
à CD. 

Veux angles sont dits complémentaires quand leur 
* somme égale un angle droit ; ils sont dits supplémentaires 
quand leur somme égale deux angUs droits. 

ANALOGIES DES N»- 27 , 28 , 29 , 30. 

31. Un angle dièdre j ou simpletnent un dièdre, est l* ouverture 
plus ou moins grande comprise entre deux plans qui se terminent à 
une même droite. Cette droite de rencontre est VarèteàM dièdre. Un 
dièdre se désigne par quatre lettres placées sur l'arête et sur les 
faces de Pangle , en ayant soin toutefois de mettre au milieu les 
deux lettres de Parète. 

3^. Deux plans sont dits parallèles quand ils ne peuvent se ren' 
contrer à quelque distance qu'on les prolonge l'un et l'autre* 

Une droite et un plan sont dits paraUèlesqmnd ils ne peuvent se 
rencontrer à quelque distanee qtfon tes protonge l'un et l'autre. 

35. Deux dièdres EAoG , B'AW (fig, 16} étant donnés , si Ton 
fiût coïncider l'aiète AV de?un avec l'arête Aa de rautre, et 
(ju^on lasse ensuite prendre à A'B^ la direction ÂB, s'il anive que 
la £ace A'C prenne la direction de la face AG , ces deux dièdres se- 
ront égaux. Il résulte de cette définition que la grandeur d'un 
dièdre ne dépend pas de la grandeur de ses faces, puisque deux 
dièdres peuvent être égaux sans avoir leurs foces égales chacune 
à chacune. Dans la superposition précédcntn, s'il arrivait que A'C 
toœb&t h gauche ou à droite de AG, le dièdre WA'afQ serait plus 
grand ou plus petit que BAoC. 

54. Soient maintenant (fig, 17} deux plans GD, BE qui se ren- 
contrent suivant une droite B6; si Ton ftdt tourner le plan BE au* 
tour delà droite Bb pour lui faire prendre une position quelconque 
BA, on remarquera que dans ce mouvement le dièdre DBfrE s'est 
accru du dièdre ABfrE, tandis que Tautie GB6E a diminué de la 
mémè quantité. Bonc, 1« autour de chaque droite BbtPun même 
plan Gù, la somme des dièdres adjacents GB6Ej BB6E est conS" 
tante, t^est-à-dnre qt^elle est la mime pour tentes tes posiUons de 
ff* s^ilemste une position BA de BE pour taquetle tes dUdres 
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«ffocMtt ABM, ABftD «olMl é§mm, cetU posUiûn tera «mI^m. 
Or, Bi pour une position délenninée ffî, les dièdres aiyacenis 
sont in^anx , on les rendra égaux en diminuant le plus grand » 
ou en augmentant le plus petit de leur demi-différenoe, et Ton 
aura U position que devra piendre SE, pour ipie les dièdres 
«tjaoenis ABèG, AB6D soient égaux. Pour distinguer le plan B4 
parmi tous ceux qu^on peut mener par la droite Bi, BA est dit 
j^erpmiUeulmrê sur Ca>| et Ton nomme éUéreê énnti les dièdres 
adjacents ÂB6G, AB6]>« n résulte de ee qui précède que wiwud 
tme énnU B6 pnse tur un plan (Sb, on peui Umjour* élever nar 
ee plan im plan perpend&cukàre, mou qvPen n'm peiA élever 

Tna dièdre ABfrE nudndre qvfvn é&èére dreit AB6D ett mt 
étèdre mçu» Tout d&èdre GB6E> pku qrand quftin éUdre éroU 
ABaC ett un dUdre oifMS. 

Vn plan telque X qm n^eet pat perpendknlâire twr un pkm 
CS>, ett un plan obUque par rapport k CD. 

Ifeux dièdret tant dStt eemptémentairet quand kur toerne 
égale un dièdre droit; ilt sont 4tl^ tuppléamtiàret quand leur 
tomme igale deux dièdret droite» 

JS$, J'appellerai module d*un dièdre en un point donné de 
Parète de cet angle, Tangle plan Ibrmé au point donné par deux 
droites perpendiculaires k Tarète , et menées dans les deux ftees 
du dièdre. Ainsi, dans le dièdre BAoG (Jig, i6), si la ligne aB 
située dans le pian AB est peEpendîcnlaire à l'arèle Aa,- paieiliB- 
ment si la droite aC située dans le plan AC est aussi perpendicu- 
laire il l'arête Aa, l'angle BoG sera le module au point a du 
dièdre que nous considérons. 

Remarque. Si Ton compare les numéros 81, 82 , 33, SA 

avec les numéros 27, 28, 29, 30, on reconnaît qu'il y a 
pouraidsi dire itieniiié parfaite j comme il seiaiL rasiidieux. 
de répéter mot pour mot des démoiibU allons déjà données, 
je lue conienlerai à l'a von ir de renvoyé?' aux numéros qui 
les reofermeul. Ainsi toutes tes fois que le lecteur rencon- 
trera parmi les analogies une proposition non démon' 
trée^ ii peut être assure' que cette proposition admet des 
moyens de démonstration identiques à eeuss qu*empioie 



la propoêUim 4ê $éom^n$ pUme dohi êil$ ui l^ana^ 
iogu0f car faurfti soin de déraonlrer eotièreraeic toute 

propositioo qui, quoique ëtant Tanalogue d*iiiie proposilion 
de géométrie plane, admettrait des différences même légères 
dans ses uioyens de dénionbuaiioii. Du reste,* bi le lecitur 
éprouvait encore quelques difficultés ù passer d'une propo- 
silion de géomélrie plane à uncproposilion non démonlrée 
de la géonicirie dans l'espace, il obiiendrn îa dénionstraiion 
de celle-ci, en introduisant dans le courant de la démons* 
iraiion de ia première^ tauê U* changements de motifue 
f aurai soin d^mdiquer au-det$ouê de P énoncé de chaque 
anaioffiC' 

De mène 9 qoâiid ime certaine proposlUon adnietinidea 
moyens de démonstration ideniiquea à ceux qu'emploie nne 
antre proposition déjà établie, Je renverrai à la démonsira- 

lion de celle-ci en indiquant, comme pour les analogies, les 
changenienis île mous a effecluer pour avoir la dcmoaslra- 
tion de la première. 

Pour fnciliier encore pius le passage de la géoméirie 
plane a la géométrie dans i espace, je ferai correspondre les 
notations dos figures i iersque^ par esscmple^ un dièdre 
remplacera un angle plaut je placerai eur les deux 
faeee du dièdre Icê leUrci qui êomi eur lee dewf eétés de 
Panple plan ; quant auMlettrei de Varèie^ie let prendrai 
de même ncm que ccUe du cemmei de t angle plan, en 
leurdonnani toutefcie une forme différente. De mémCf 
fi une droite remplace un point, je désignerai ia droite 
par deux lettres du forme différente ^ mais de même nom 
que celle qui de'siqne le point \ et si un pian remplace 
une droite, je désignerai le plan par les deusf lettres de 
la droite. 

Un grand nombre de propositions de géométrie plane 
étant basées sur la superposition des plans , il importe 
avant d'aller plus loin» de recbercber à quelles conditions 
denx plans doivent être assujétis pour coïncider entière* 
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ment, c'est pourquoi nous placerous ici les propositions 
suivantes. 

THÉOBÈMB. 

36> On peut tût^ours faire paner un plan par deux 
droites qui se coupent, maie on n*en peut faire paner 
qu^un. 

Soient AB, AC(/î^. 18) deux droites qui se coupent en A, 
el concfivuiis un plan qui coiuitiine l'une de ces droites, 
AB par exemple. En faisant lourner ce plan amour de AB 
comme autour d*une charnière» et comme pour lui faire 
accomplir une révolution entière, il arrivera néressaire- 
mcni un moment où ce plan rencontrera au moins un se- 
cond point de ÂG ; à cet instant la droite AG aura deux de 
ses points dans le plan et y sera contenue toute entière 
( 10). Done^ on peut teujoure faire paner un plan par 
deux droites qui se coupent. 

Je dis maintenant quCon ti'en peut faire passer qu'un . 

Nommons premier plan, le plan qui vient dclre luenc, 
et supposons qu'un second plan passe par les droites AB , 
AC. Dans le premier plan, je prends un point quelconque 
M, cl par le point M je tire dans ce plan une droite MX qui 
reucontre les droites AB, AG aux points R, S. Gomme par 
hypothèse les droites AB, AC, sont situées dans le deu- 
xième plan, les points R, S de MX sont également situés 
dans ce deuxième plan; MX est donc située toute entière 
dans le deuxième plan, puisqu'elle y a deux doses points; 
le point quelconque M est donc à la fois dans les deux 
plans , d'où il suit que ces deux plans coïncident puisque 
chaque point de l'un est siiuc sur l'autre. 

1" Corollaire. Par trois points A, B, G, non en ligne 
droite, on peut tot^ours faire paner un plan, mais on 
n^en peut faire passer qu^un* 

Tirant les droites AB, AC, on aura deux droilee qui se 
coupent ; le plan de ces deux droites contiendra donc lea 
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trois poiols donnés* De plus, comme lovi autre plan qui 
passera par les trois points donnés A, B, C, contiendra AB 
et AG, ce plan coïncidera avec le premier. 

2" Corollaire . Suivant deux droiles parallèles on ne 
peut faire panser qiiun seul plan. 

Nommons premier plan le plan dans lequel sont tracées 
les deux parallèles, et concevons un s^^^cund plan con- 
tienne ces deux lignes; lirani la sécante EFÇfig. ID), celle 
ligne sera toute entière dans les deux plans, donc les deux 
plans coïncideront, car ils contiendront chacun deux mêmes 
droites qui se coupent. 

S* Corollam* Deux plane qui ee reneontrent ee tfoii- 
pent toujoure euivani une ligne droite. 

Si la ligne dintersection des deux plans n'était pas une 
ligne droite , on pourrait prendre sur cette intersection 
trois points qui ne seraient pas en ligne droite , mais alors 
les deux plans passant par ces trois points coîncideraieui 
parfaitement, ce qui est contre l'hypothèse. 

Remarque. On fait souvent usage, en géométrie, d*un 
certain raisonnement, qu'on nomme raisonnement par 
rabsurde, et qu'on emploie de la manière suivante : 

Lorsqu'on veut démontrer une proposition parle secours 
de ce raisonnement , on suppoee vraie eueeessivemeni 
Urne lee eaniraires de ee qu'on veut démontrer, eil'on tire 
des conséquences de chaque hypothèse. SU arrive que 
lee eoneéqueneee ausquellee an eei eonduiieeireuvenien 
eeniradicHon , eoit avec quelque awiâme eu iouie autre 
vérité déjà établie^ eoit aveo lee dotuiéee mèmee de 
f énoncé, on en eonelut que lee hypotkèeee faitee sont 
absurdes, et par suite la proposition énoncée se trouve 
démontrée. Veut-on prouver, par exemple, que deux 
cercles se coupent quand ils remplissent certaines condi- 
tions données ; pour cela on recherchera avec soin tous 
les contraires de se coupon et après avoir reconnu que 
ces contraires sont : 
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1* De ne pas se rencontrer et d'être extérieurs (^^7. 14â), 
2« De ne pas se rencomrer et d'éire iolérieurs {fig. 144), 

3° De se loucher extériearemeni {fig, 139), 

kl* De 86 tOQcber ioiërieurement {fig» 140), 

on supposera successivement ces contraires vrais; et 
si les hypothèses lieiites sont trouvées at»imles , on en con- 
clura que les deux cercles se coupent. 

Veut-on prouver aussi qu'une ccrlaine quantité A est > 
qu'une autre certaine quantité B ; à cet effet, on supposera 
successivement As= B, A < B, ei Ton fera voir que ces hy« 
pothèses sont absurdes. De même, on démontrera que 
A est <B en prouvant que A ne saurait être ni égal à B ni 
>B; que A^ Ben faisant voir que A>B et A<Bsont 
des h} pothèses absurdes. 

Comme un p^rand nombre de propositions peuvent être 
ainsi démontrées , nous engageons beaucoup nos jeuneft 
lecteurs à se bien pénétrer, dès à prêtent y de la forme 
deeê raUonnemetUyCar ils pourront ainsi démontrer 
par eusf-mémeêf et sans le seeours du livre ^ la plupart 
des propositions suseeptêbles d^éire démontrées par tab~ 
surde* Nous leur désignons d'avance, comme admettant 
cette forme de raisonnement, toutes les propositions réci- 
proques, 

THÉORftVE. 

87. Tarn les angles droits sont égaux. 

Je suppose BD 20) perpendiculaire sur AC, B'D' 
perpendiculaire sur A' C, et je dis que les angles droits 
formés autour du point B' sont égaux aux angles droits 
formés autour du point B. Pour le prouver je transporte 
la figure A'B'C'D' sur la figure ABCD , je place le point 
B' sur le point 6, et je fais prendre à A'C la direction AG , 
a cet instant B'D' prendra la direction BD, car si B'D' 
lomb ut à gauche ou à droite de BD, on pourrait élever 
par le point B deux droites perpendiculaires sur AC, ce 

4 
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qui esi iaipossible. lA>ac, tous les angles droits soni égaux. 
C. Q. F. D. 

Ar<ALOGl£. — THÉOBÉHE. 

38. Tous les dièdres droits sont égaux (fig. 21). 

V. N. P. (N. B.) Les analogies 58, 40, 42, 44, se déduisent 
mot pour mot des propositions de géométrie plane doat eUes sont 
les analo^es, en lemplagant dans celles-ci les mots 

point t droUey angle, 

par les mots droUe, plan, dièdre, et &ï ayant ^ard, 
pour la notation, à la r^le du 35. 

THÉORÈME. 

39. Quand une droite B£ (fig. 15) en refioontre une 
autre CD , elle forme avee eelle-ei deuw anglee eufjw 
eenU CB£, DB£ , qui sont eupplémeniaires* 

£d effet, la valeur de la somme des deux angles adja- 
cents étant indépendante de la position de BE autour du 

point B (puisque lorsqu'un des angles adjacents croît d'une 
certaine qiuuuiié, l'autre décroît cie la même quantité) (SO), 
cette sonirno est la même pour la droite BE que pour la 
droite perpendiculaire BA ; or, pour la droite perpendicu- 
laire, cette somme égale deux angles droits , donc aussi 
pour la droite BE. G. Q. F. D. 

1^ eor^Uaire» La somme de tottt îe$ angUe emuéou^ 
tife formée autour d^un points tPun même eâtd dtune 
droite , est égale à deux anglee droite. 

Soient ABD, DB£, £BF, etc. (fig. 22) les auj^les doni il 
s agit , je dis qu'on aura 

ABD4-DBB+ EBF + etc. = 2i (0- 

Considérons la droite AG , et l'une quelconque BL des 
droites qui se terminent au point B ; en vertu du théorème 
précédent, nous aurons 



(*) Dani la suite, la lettre ^ ne sera employée qu'à designer la me- 
sure de Vansl* droit et celle du dièdre droit. 
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ÂBL+LBC=:2^; 

mais ABL ABD + DBE + etc. 

donc ABD + DBE + EBF + etc. = 2^ C. Q. f . D. 

S* Corollaire, La tomme de touê les angles eotueeuiifi 
fermas autour d'un point , ^gale quatre angles droits. 

En ciïet , la somme de tous les angles consécutifs formés 
autour du point donne, d'un même côté de l'une des droites 
données prolongée, est égale à deux angles droits; la 
somme de tous les angles consécutifs , formés autour du 
même point, de Tautre côté de la même droite^ est aussi 
égale à deux angles droits ; donc la somme totale des angles 
donnés est égale à quatre angles droits. 

8* corollaire. Quand une droite BD (Ûg. 2U) est per- 

fjtindiculairc sur une autre droite AC, réciproque me té t 
celle-ci est perpendiculaire sur la première BD. 

Prolongeons BD d'une quantité quelconque B£. La 
somme CBD-|-CB£ est égale à deux angles droits; mais 
l'un CBD de ces angles est droit par liypothèse» Tautre CBË 
est donc aussi droit; donc les angles adiacènts CBD, GBE, 
sont égaux, et, d'après la définition, AG est perpendiculaire 
sur BD. G. Q. F. D. 

AIIALOGIB. — THÉOBÉVB. 

40. Quand un plan BE (fig. 17) en rencontre un autre CD, il 
forme ai ce celui-ci deux ïtièdres adjacents CBbE, DBbE, qui sont 
supplêmciilaires. 

corollaire. La somme de tous tes dièdres conséculijs for- 
més autour d'une drotif , (Pun même côlé d'un pUm, est égale à 
deux dièdres droits (tig. 25). 

2** corollaire. La sotmic de tous les dièdres conséculi/s formés 
autour d'une droite, est égale à (juairc dièdres droits, 

3" eorotUnre. Quand un plan BD (fig. 2o) est perpendiculaire 
swr «n autre plan AC ^ réciproquement celui-ci est perpendicu- 
Uàre ciir te premier BD. V. N. P. 
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TBiOJBÉMB. 

61. JtMproquemmt, fwind deus droHêê terminées à 
un même point font, avee une iraieième passant par ee 
point, deux angles adjacente supple'meniairee , eee 
droites sont le prolongement Fune de fautif. 

Soient AB, CB {fig. 26) deux droites terminées au point 
B, cl faisant avec une troisième B£ deux angles adjacents 
valant ensemble deux droits ; cela étant, je dis que BC 
sera le prolongeroeot de AB. Si BC n'est pas le prolonge- 
ment de âB , AB aura an prolongement BF différent de BC ; 
alors ABF étant nne même droite, on aura ABfi-t-ËBF^S^i 
mais par hypothèse ÂB£+£BC=s2^; donc, à canse que 
deox quantités égales à nne troisième sont égales entre elles, 
ABE-fSBFssABE+EBG; supprimant ABE, terme com«- 
mun aux deux membres de cette égalité, il reste £BF=£BC, 
ce qui est absurde. Donc , etc. 

AKikLOGIB. — THâOBÈHB. 

49. Bédproqwmenitf qwxed deux pUms terminés à une même 
droite fom, avec un troUiime passant par cette droke^ deux dièdres 
at^aeents supptêmenkdrss, ces pians sont te prohngement Pm 
de Vadre (fig. 87). Y. N. P. 

kl. Quand deux droites se coupent, les angles oppo-^ 
eée par le sommet sont égaux. 

Soient AG, T)E(fig. 28) deux droites qui se coupent au 
point B, Je dis qu'on aura 

ABD = CB£ et ABErr^CBD. 

Considérant les droites AC , BD Ton a (39) 

ABD + CBD = 2J} 

les droites DE, BC, donnent pareillement 

CBD-f CBEssS»; 

par conséquent ABD -f CBD = CBD + CBE. 
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Sapprimant aux deux membres de celle égaillé le terme 
commun CBD , il reslc ABD = CBE. 

On prouterail de la uôme manière que ABE = CBD. 
C. Q. F. D. 

AHALOGIB. — • THÉORÈME. 

44. QiMiitf imx pUkm $e coupent, Ui Mtreê offpotiê par 
earète sont égaux (fig. 3S9.) V. N. P. 

TOÉORÉME. 

Ub, Si par deus pointé prié à volonté d*un même eété 
duno droite^ on tire do» ligno» ûus estrémitét de eeite 
droite % la eomme des ligne» enveloppée* eera moindre 
que la gomme dee lignée enveloppantee. 

Soient C et D (fig. 30) deux points pris à volonté au- 
dessus de A B , je joins cbacuu d^ ces points avec A et B, et 
je dis qu'on aura 

AC+CB<AD+DB. 

Je prolonge AC jo8qo*à sa rencontre en £ avec BD , et 
j'aurai successivement 

AC+CE<AD + DE, CB<CE+EB; 

ajouiaDi ces deux inégalités membre à membre, suppri- 
mant C£ terme commun aux deux membres de Tinégalité 
résulianie, et remplaçant ensuite D£-f-£B par son égal 
DB, il vient AG+ GB < AD -f DB. G. Q. F. D. 

THÉORÈME. 

46. D'un point extérieur à une droite, on ne Mourait 
mener deux perpendiculairee eur cette droite. 

Soit A (fyf, 81) Qtt point quelconque pris en dehors de 
la droite GD » et supposons que de co point on puisse abais- 
ser sur CD deux perpendiculaires AP| AP'. Prolongeons 
ces deux perpendiculaires des quantités quelconques PB, 
P'E, puis faisons tourner la figure BEPP' autour de PP' 
comme autour d'une cliarnière/ pour la renverser sur la 
figure APP' ; le renversement opéré, PB et P'£, prendront 
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respecliveniont les direcUons PA, P'Â, puisque les angles 
en P et en P' sont égaux comme droits; mais les perpen* 
dicidaires PA, P' A se rencontrent, donc il doit en être de 
même de leurs proioDgemenls PB, P'£| donc^ si du point 
A on pouvait mener sur CD deux perpendiculaires, on 
pourrait aussi, du point A au nouveau point de rencontre, 
mener deux droites diUérentes, ce qui est absurde. 
Donc, etc. 

THÉORÈME. 

hl. Si d'un point A (Jig, 32) situé hors d'une droite CD, 
on abaisse sur cette droite une perpendiculaire AP et diffé- 
rentes obliques A£, AF, AG, à différents points de CD \ 
La perpendiculaire AP eU plue courte que toute 

oblique AE; 

2^ Deusf obliques AE, AF qui ê^éeartent également du 

pied Vde la perpendiculaire sont égales ; 

3** JJe deux obliques AG, Xï menées comme on voudra y 
celle qui s'écarte le plus du pied de la perpendiculaire 
est la plus grande. 

Cas. Je prolonge AP d'une quantité PBs=APetje 
joins le point £ avec le point B. £n renversant, comme 
dans le n* 46, la figure BPE sur APE, on reconnaîtra qne 
ces figures coïncident parfiiitement, d'oùll suit que AE?=:EB. 
Mais AB est <AE-]-£B, donc AP moitié de AB est moin- 
dre que AE moitié de la ligne brisée AEB. G. Q. F. D. 

2* Cas. Suppobous PE = PF, et renversons sur APE la 
figure APF en faisant tourner celle-ci autour de AP. Le 
reu versement opéré, PF prendra la direction P£ parce que 
APF — APE, et comme le point F tombera en £ puisque 
PF = P£, la ligne AF recouvrira exactement A£, et lui 
sera par conséquent égale. G. Q. F. D. 

3* Cae. Soient les deux obliques AG, AF, qui s^écartenl 

inégalement du point P, je suppose PG>PF, et je dis qu'on 
aura AG> Al . bui l'G je prends PE = PF,jcjoius Aavec 
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E et j'aurai AE = AF. Après avoir prolongé AP d'une quan- 
tité PB= AP, je joins le point £ avec le point D, le point G 
avec le point B, et j'observe que les lignes A£) £B sont 
égales ainsi que les lignes ÂG, GB (2* eaê) ; mais AG -|- GB 
jsst > AE + EB (la), donc AG moitié de AG + GB est> AE 
moitié de AE + £B. G. Q. F. D. 

i^' Corollaire. Pnisque la perpciiUiculairc AP est plus 
courte qne louie oblique AE, il s'ensuil que AP mesure la 
vraie distunee du point A à la droite CD. 

2* CoroUaire* Réeiftroquemeni , #t une Ugtw AP e«# la 
phu e&urte diitanee du point A à une dreite CD, AP «tl 
perpendiculaire mut CD. Car s*il en était autrement, 
AP ne serait pas la plus courte distance du point A à la 
droite CD, ce qui est contre Thypotiièse (1^ cae), 

3° Corollaire. D'un point pris hors d'une droite, on ne 
saurait mener à cette droite plus de deux obliques 
égales. Car, si par exemple on pouvait en mener trois , 
au moins deuiL seraient situées d'un môme côté de la 
perpendiculaire abaissée du point donné sur la droite don» 
née i mais alors elles s'écarteraient inégalement du pied de 
cette perpendiculaire et ne pourraient être égales. Donc» etc. 

SeoUe. La coïncidenoe des figures APE, APF, pronve 
aussi que les obliques AE, AF, qui s*écartent également du 
pied P de la perpendiculaire AP, font des angles égaux 
avec cette perpendiculaire, ainsi qu'avec la droite CD. 

TBiOBiMB. 

48. Une ligue dreite ne tauraii reneantrer en plue de 
deux pointé ta eiremférenee étun eercle. 

Je suppose pour un instant qu'une ligne droite puisse 
passer par trois poiiiis A, B, C (jflg. 33) d'une circonférence 
0 ; en joignant ces trois points au contre 0 par les droites 
0 \,OB, OC, on aurî\ trois lignos égales menées sur une 
morne droite d'un point extérieur 0, ce qui est absurde. 
Donc, etc. 
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ANAtOGIB. — THéOBÈMB. 

* 49. Une Hgne tMte ne sauroU rencoàtrer en pbte de.deux 
fMdnU (a mrfaee <tune sphère (fig. 35). 
y. N« P, A. L. D« d'une cnoonféranoe. 

L. delaniilMsed*uiiesplièie. 

THÉORÈME. 

50. Si par ie milieu d'une droite en élève une perpen* 
diculaire eur cette droites 

V* Chaque point de la perpendiculaire eet également 
éloigné des deux extrémité» de la droite \ 

2« Tout point extérieur à la perpendiculaire n*e»t pae 
également éloigné de» même» extrémité* 

Soit AB {fig. S4) la droite donnée» et P le milieu de cette 
droite ; par !e point P j'élève sur AB la perpendiculaire PX, 
etje dis d'abord que tout point C pris sur VXest également 
éloigné des cjc lit mites de AB. Tirant les lignes CA, CB, 
je remarque que ces lignes sont des obliques qui sVcartt m 
également du pied P de la droiie perpendiculaire CP j doue 
elles sont égales. 

Je dis maintenant que tout point E extérieur à PX, sera 
inégalement distant des extrémité» de AB. Je tire les 
lignes £A, £B ; la ligne £A rencontrant PX en an certain 
point G, f aurai, en Joignant le point G avec le point B, 
GAs=sGB; mais £B est <£G4«GB, donc aussi £B est 
<EA, puisque EC+CB=EC+CA=EA. G. Q. F. D. 

Corollaire. Réciproquement^ tout point £ également 
distan t des extrémités ket^ d*une droite A B, appartient à 
la droite élevée perpendiculairement siir le milieu de 
AB. Car, si le point C n'éiait pas situé sur la perpendicu- 
laire élevée par le milieu de AB, il ue serait pas également 
distant des extrémités de AB. 

THiOBiHB. 

51. Si une ligne Cl) (fig. 35) a deux de ses points C et 
D égalemen t éloignes chacun des extrémités A B d'une 
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autre droite AB, la droite CD iera perpendiculaire mr 
le milieu de AD, et par suite ious le» ntilres poitits <lc CD 
feront respectivemenl à égale distance des niâmes ex' 

ii aniUs A et B. 

Les points C ci D éiant également éloignés chacun des 
extrémités de AB, appariicnnent n la droite élevée per- 
pendiculairement sur le miliea de AB ; donc la droiie per- 
pendicalaîre snr le mitien de AB coîDcide avec CD, 
comme ayant deux points communs avec elle; donc aussi 
chaque point de CD est égalemeni éloigné des extrémités 
de AB. G. Q. F. D. 

ANALOGIE. — THÉORÈME. 

5â. Si une Ugne CD (fîg. 36) a deux de ^es points Ceit égale- 
ment éloignés chacun des extrémités A et B tPune autre droite AB, 
tout autre point EdeCD sera égaiemeut éloigné des mêmes extré- 
mités, quoique tPtUtteurs les droites AB^ CD, ne soietU pas situées 
dans le même plan* 

Pour démontier ce théorème, je fais tourner le plan BCD autour 
de CD, pour ramener sur le prolongement du plan ACD; soit B' la 
position que le point B vient prendre dans ce plan. Comme pendant 
le mouvement du plan BGI>, leslignesBC, BE, BDnW pas changé 
de grandeur, BC = B'C^ BE = B'£, BD » B'D ; mais par hypothèse 
BC = AC, 6D » AD, donc aussi B'C — AC, B'D = AD ; CD est 
donc perpendiculairesur le milieu de AB' (51), c l par suite F£=AEy 
mais B'E = BE, donc aussi AE = BE. C. Q. F. D. 

i" Corollaire. Lorsqu'une Hçjnc \\] (fig. 57) est perpendiculaire 
à deux droites 1^\, BY, qui se croisent à son />/ct/n dans un pUin 
"ils, cette ligne AB csl perpendiculaire à toute autre droite BZ pas- 
sant par lepoint^ dans le même plan. Ayant pris un point quel- 
conque R sur KZ, je lire p.ir le point K une droite qui rencontre 
en C et D les lignes BX, BY, et je prolonge ensuite AB d'une quan- 
tili LB = AB. BX étant par hypothèse perpendiculaire sur le 
milieu de AE, chaque point de BX est également distant de A et 
de E, donc le point C est également distant de A et de E. Par la 
même raison le point D est également distant de A et de E; donc 
tous les points de CD sont également distants de A et de E; 

5 



Digitized by Google 



le point R de la ligne DZ est donc aiint paiement distanl de A 
et de E. Hais les lignes BZ, AE qui se renoontient sont situées 
dans un même plan, et i*une d^elles RZ a deux de ses points B et 
R également distants des deux extréoiilés de Pautre AE, doncBZ 
est perpendicolaiie au point B sur AE. C. Q. F. D. 

4" Scolie. Si par un point D (runr droite AB, on élùvc sur celle 
droite deux porpcndiculuii cs liX, BY, et qu'ensuite on conduise 
un plan MN suivant ces deux perpendiculaires^ le plan >L\ et la 
droite AB seront tels que la droite sera perpendiculairt^ à toutes les 
droites passant par son pied dans le plan; je dis de plus que cette 
droite et ce plan seront uniques, l'un par rapport à l'autre. D'abord 
si du point B on pouvait élever une seconde droite BX jouissant par 
rapport au plan MN de la même propriété que AB , en condui- 
sant un plan suivant AB et BX, ce plan couperait le plan MN 
suivant une certaine droite BZ qui serait perpendiculaire h AB, 
et Ton aurait deux droites AB, BX perpendiculaires au point B 
sur la droite BZ , ce qui est absurde , puisque les trois droites 
AB, BX, BZ sont situées dans le plan sécant. D*un autre côté , si 
par le point B on pouvait élever sur AB an second plan jouissant 
par rapport k AB de la même propriété que le plan MN, en con- 
duisant un plan quelconque suivant AB, on aurait deux inter- 
sections BX, BZ, perpendiculaires au point B sur AB ce qui est 
encore absurde, puisque les trois droites AB, BX, BZ sont situées 
dans le plan sécant. 

Pour distinguer la droite AB parmi toutes celles qu'on peut 
mener par le point quelconque B d'un plan MN, la droite AB est 
dite perpendiculaire sur le plan MN, et pour distinguer le plan 
MN parmi tous ceux qu'on peut mener par le point quelconque 
B d'une droite AB, le plan MN est dit perpendicutaire sur AB. 

2* Cùrotimre. SI l'an mène <mkmr fftm pmnf quelconque B 
d'une droite AE» tant de perpendiculaires qu*on voudra, toutes ce» 
perpendicutakee seront sUuées dans «n pktn MN, perpendkur 
luire au poûu B sur la droite AE. Car supposons que Fane BX 
de oesperpendicolaiies ne scut pas située dans le j^an UN; en con- 
diHsant un pkii suiTant AB et BX, ce plan coupera UN ^(drant une 
certaine droite BZ qui sera perpendiculaire sur AB, et Ton aura 
deux droites BX, BZ perpendiculaires au point B sur la droite AB, 
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ce qui est absurde, puisque les trcii:i (iii>ilei> AB, BX, âoul di- 
luées dans le plaii sécant. 

2* Scolie. La proposition contenue dans le corollaire précé- 
dent peut sYnoncor de la manii'^re suivante : Si une droite BZ 
tourne autour d'un point B d'une nuire droite AE, en restant 
toujours perpendieulnire nu point H sur AE, HZ décrira un plan 
perpendinihirr ntt point B sur \K, et tout point l. de V>7 parrourrn 
la circonférence d'un cercle ayant pour centre \W( pçurra^n BZ, 

ANALOGIES DES N»« 46, 47, 50. 

THtORÈVB. 

55. i^'tm iNniif «xftfn'fur à un plan, on ne saurait nuner deux 
pcrpenéSeuHairtt sur ce plan (fig. 58). 

V. N. 46. A. L. D. de la aruile. 

L. du plan. 

TBÉORÈMii. 

54. U^un point extérieur à une droite, en ne tmurmt imner inr 
cette droite deux pUms perpendieutmres. 

Si d*im point A (fig. 39) extérieur h U droite CD, on poaTÛt 
mener sur CD deux plans AD, AE, perpendiculaires; en joignant le 
point A aux poinls d'intersections P, V de la droite donnée el des 
plana, on aurait deux lignes AP, AF, perpendiculaires à C2>, et 
menées d*un mêmepointexIérieurAyCeqni est absurde* DQnc,ete. 

THÉontaiB. 

5i his. D'un point extérieur à une droite, on ne saurait mener 
un plan, el une ligne ejcttrieurc à ce plan, perpendiculaires sur 
celte droite (lig. ôO). V. N. P. 

A. L. D. deux plans AB, AE, aux i miu,P, P, des plans. 

L. un plan A£ et une ligne AP, au pouU, du plan. 

THÉORÈME, 

55. Si d^un point A (fig. 40} situé hors d'un plan CD, on abaisse 
sur ce plan une perpendiculaire AP et différentes obliques AE, AF, 
AG à différents points du plan CD : 

i"" La perpendiculaire AP est plus courte que toute oblique AE ; 
Deux obliques AE, AF qui s*écttrtent également du piêd P 
de la perpendiculaire sont égales ; 
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3® De dcîix obliques AG, AI", mcut ci; comme un vuudni, cellt 
qui aV'carlc le plus du pied de la perpendiculaire est la plu» 
grande. V. P. 47 -f cor. 1 et ± 

A. L. D. droite. 
I.. plan. 

3* Corullairc. Etant données (tig. li) deux liqnes AP, BC^ l'une 
abaissée perpendiculairement au plan , d'un point extérieur A, 
l'autre située dans re plan ; si du pied \* de la perpendiculaire on 
mène dans le plan une ligne PD perpendiculaire à BC, et qu'on 
joigne le point \ au point d'intersection \) par une droite AD, ta 
ligne de jonction AD sera perpendiculaire à BC. 

A tlroile et à gauche du point I), je prends les dislances égales 
DB, D€ ; je joins avecles points H et C chacun des pniîiis P el A, et 
j*observe que les lignes PB, PC sniit 'gales, ainsi que les lignes AH, 
AC; les premières, comme obliques sVcarfa ni également du pied 
D de la perpendiculaire PD; les deuxièmes ccnime obliques s'éear- 
tant également du pied P de la perpendiculaire AP. La ligne AD 
est donc perpendiculaire sur BC, puisque tlcuv des points de AD 
sont respectivement à égale dislance des extrémités B et C de la 
ligne BC. C. Q. F. D. 

TaÉORÉHE. 

* 2S6. Si par le miliea d^une droite on élève un plan perpen* 
diculaire sur celte droite: 

i« Chaque point du plan perpendiculaire est égaiemeni éloigni 
des deux extrémités de ta droite; 

2** Toui point extérieur au ptan perpendiculaire n*est pas égate' 
ment étoigné des mêmes extrémlés (fig. 42). 

l«r CerotUàre, Tout point G également distant des extrémités 
A et B tPune droite ÂB, appartient au ptan étevé perpendiculaire-' 
ment sur le milieu de AB. 

V. N. 50. A. L. D. lu i)crpendictt1aire^ 

L. le plan perpendiculaire. 

2' Corollaire. Si trois points C, D, d (fig. 43} non en ligne droite , 
sont également éioKjnés chacun des extrémités AelB d'une droite AB, 
le plan CD de ces trois points sera perpendiculaire sur le milieu 
de AB, et par suite tous les autres points du plan CD seront respec- 
tivement à égale distance des mêmes cxirémtte^ A et B. V. N. 51. 
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A. L. D. C.etD, droite, deux puiiib. 

L. D, (i , |)lâii , trois points non en ligue droite. 

THÉORÈME. 

57. Si par le cealre d'uo cercle on élève une perpendiculaire 
sur le plan de ce cercle : 

i" Chaque point de la perpendu uiairc cal également éloigné de 
tous les points de la circonférence de ce cercle; 

2* Tout point extérieur à la perpendiculaire n*esl pas égale- 
ment éloigné de tous Ub points de la même circonférence (6g. 44). 

1*' Coroltmre, Tout point C également 4&stanî de chacun des 
points iPune circonférence A6^ appartient à la droite élevée par le , 
centre de AU, perpendiculairement au plan de cette circonférence, 

V. N. 50. A. L. D' droite, milieu, des exlrémilés , 

L. circonférence, centre, de tous les points, 
A. L. D. CA,CB, EA,CT. 

L. GA, GB, etc. EA, m dans le plan EFX. 

2* Corollaire. Si une ligne CD (fig. 45) a deux de ses points G 
et D également éloignés chacuri de tous les points d^une circonférence 
AB, /d droite CD seraperpentUculaire sur te plan de AB, au centre 
de cette circonférence^ et par suite tous lu autres points de CD 
seront respectivement à égale distance de tous les points de la 
même circonférence, 

V, N. 51. A. L. D. L'xlrémiti's , milieu. 

L. de louà les points, centre. 

Scolic. Nous aurions pu placer les propositions 53, £k4, 54 bis, 
55, 56 et 57, immédiatement après les propositions de géométrie 
plane dont elles sont les analogues^ car il nous aurait suflli pour 
cela de défmir préalablement la droite perpendiculaire au plan ; 
mais ce mode dt; procéder aurait eu le grave inconvénient de 
faire dépendre d'une simple définition des théorèmes très impor- 
tants, et qui d*ailleurs n'auraient acquis toute leur certitude que 
dn moment où Ton eût démontré qu'il existe des droites perpen- 
diculaires à des plans ; cVst pourquoi nous avons dérogé un ins- 
tant à la loi que nous nous sommes imposée, de faire suivre cfuuiue 
proposition de géométrie plane, de toutes ses analogies. 
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THÉÛRÊMB. 

58. Récipruqiierneiii, si d'un poiiU A {fig, 32) siluéhors^ 
d'une droite CD, on abaisse sur celle droile une perpendi- 
culaire AP Cl différentes obliques A£, AF, AG k différeuls 
poinls de CD : 

Deum oblique* égahf A£« AF, ê'éearimtégalemmê 

du pied P de la perpendiculaire ; 

2* Deusf ohUquee inégalée kQ, ÂF, iéearient inégale^ 
ment du point l\ la plus grande AG est celle qui s'en 
écar te le pluf. 

1" Cas. Si la dislauce PE n\4ait pas ogaTe à PF, les 
obliques AE, AF s'écancniicni inégalenieiit du pied P de 
la perpendiculaire et oe seraient pas égales (47), ce q^ii est 
contre Thypothèsc. 

S" Cas, Pour démontrer que la distance PG est > PF, 
il suffit de faire voir que PG n*estni égale à PF, ni <PF. 
D*abord , PG n*est pas égaie à PF, car si cela était, AG se- 
rait éi,MleàAi , ce qui est contre riiyp.jiliubc j l'G a esL 
pas non plus PF, r ar alors AG serait < AF, ce qui est 
encore contre l liypoiiiesei donc uécessuiremeul PG est 
> PF. C. Q. F. D. 

Seolie, Deusff obliquee égales A£, A F, font dee angles 
égauss avee la perpendiculaire AP> ainsi qu'apee la 
droite CD (47. scoL). 

ANALOGIE. — THÉORKME. 

59. Réciproquement, si d^un point A (fig* 40) situé hors d'un 
plan CD, on abaisse sur ce plan une perpendiculaire AP et diffé- 
rentes obliques A£, AF, AG, à différents points du plan CD : 

1« Dtftiap ofr^uei égaies AEj AF^ ^écarte«i également éa pied P 
de ta perpendicultUref 

2" J^eux obUques inégales AGj AF^ t^écortent inégalemem du 
peint V, ta pUts grande AG est celle qui fen écarte te plus. 

V.N.P. A. L. D. la droite CD, 

L. lesdroitesF£,PF,elc. 
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Coroltatre. Toute section de la sphère finie par un plan est un 
cercle. 

Si la section que Ton considère est faile i»ar un plan qui passe 
par le centre de la splii-re, la proposition n'a pas besoin JNMro 
démonlrée; cette section si r,i un cercle ayant pour ra}on celui 
de la sphère. Donc, il suflit d'c \ (iiiincr le cas où la secUon se- 
rait faile par un plan qui ne conin iifirnil pas le centre. 

Soit AB (fîq. 46) iiiie section quelconque et 0 le C( nlre de la 
sphère. Du point 0 j'abaisse sur le plan de la section la pfTpen- 
diculaire OP, et je fais remarquer que tous le^^ jioinls de la 
courbe plane Ali sont égalenimt éloifmés du p<jiiil 0 centre de 
la sphère j doiic, chacun des points de cette courbe est aussi 
également distant du pied P de la perpendiculaire OP ; la sec- 
tion ÂB est donc un cercle. 

2* Scolic. Pour établir une distinction entre les cercles de la 
sphère, on a nommé grands cercles tous ceux qui ont jwur centre 
le centre de la sphère, et petits cercles tous ceux dont le centre 
ne couicide pas avec celui de la sphère. Or, comme tous les 
prands cercles d'une sphère ont pour rayon le rayon de cette 
spiière, il s'ensuit qu'ils sont tons t^qmiT; on peut ajouter que 
deux gra7ids cercles d'une sphère se coupent imituellcmcnt en 
parties égales, puisque les plans de ces grands cercles se rencon- 
trent suivant un diamètre commun. 

ô^' Scolic. 11 a été démontré» (!>G) que par trois points non en 
ligne drnUe on peut toujours faire passer un plan; donc, si Ton 
conduit un plan par le centre de la sphère et deux jioinls donnés 
de la surface, ce plan déterminera un prand cercle dont la cir- 
conférence passera par les deux points flonnés ; de plus, comme 
ce plan sécant sera unique tant que les deux points donnés ne 
seront pas les extrémités d'un môme diamètre, il en résulte (pie 
par deux points donnés de ta surface de In sphère on pevi tou- 
jours faire passer un grand cercle^ et que généralement l'on n'en 
peut faire passer qu'un, 

-4" Scolie. Le rentre d*nnc section quelconque AB étant le jucd 
P de !n perpendiculaire OP abaissée du centre 0 de In sphtr^ sur 
le plan de cette section, si on prolonge celte perpendiculaire de 
part et d'autre de AB jusqu'à la surface de la sphère, on aura 
deux points M , N , de celle surface qui seront respectivemenl 
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k égale disUmce de tous les points de la circonférence donnée ; 
de plus, comme ces points N, que l'on nomme pâtes du 
cercle ÂB, sont les seuls points de la surface de la sphère jouis- 
sant de celte propriéti; (57), il en résulte çu'tin cercle grand ou 
petii a toujours deux pôles , et n'en a pas davantage» 

ti'' Scolic. Noii!^ Icrminorons ce numéro par quelques définiUons 
qui nous seront utiles par la suite. 

Oh riounuc angle de dciii airs dr lerclc de la sphère, le diè- 
dre formé par les plans de ces ares; quand ces ans sont des 
arcs de grand cercle^ l'angle qu'ils forment se nomme angle 
sphériffur. 

On nomme distanee sphériqnc de dciu points pris sur la sphère, 
te plus petit [des deux arcs du même grand cercle gui passe par 
ces deux points. 

Le fuseau est la partie de ta svrfaee de la sphère comprise 
entre deux demi grands cercles qui se terminent a leur diamètre 
commmi. 

I.'nnglet sphériqnc est la partie du solide de la sphère com" 
prise entre les mêmes demi grands cercles, et ù laquelle le fu' 
seau sert de base. 

I^ne zone est la partie de la surftu e de la sphère engendrée 
prtr fouf are CD (fig. 47) du demi cerele ijèuéraleur de In sphère, 
riii uid l'are ^énér;ileur AC de la zone a son origine ;i l'une A 
des exU'émilés du diamètre AB, la zone prend le nom de calotte 
sphérique. 

Un segment sphérique est ta partie du solide de la sphère com- 
prise entre les plans des circonférences qui limillent une zone. 

Le segment n^a qu'une base quand la zone se change en ca- 
lotte sphérique. 

Un secteur sphérique est ta ptartàe du soUde de ta sphère en^- 
gendrée par un secteur circulaire AOG , pendant la rotation du 
demi cercle générateur ACB. 

*6>*Scolîe» n résulte éftdemment de la génération de la calotte 
sphérique, que deux ares égaux kC,BE, engendrent des catetlêe 
spkériques égales, et que deux arcs inégaux AC, BD^ engendrent 
des calottes sphériques inégales; le plus grand BD engendre la 
plus grande* D'où il suit que réciproquement, , c/^i^ calotles spké- 
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riifuei égales ont des ara générateurs égatu;, et deux catottei 
tphériqim inégales ont des ara générateurs inégaux f la plut 
grande est engendrée par le plus grand arc. 

Le point Â, qui est Vun des pôles du cercle décrit par la pe^ 
pendicalairo quelconque CP, est dit le centre de la calotte tphé' « 
tique preduite par la rotation de l'arc AG. Gda tient h ce que la 
distance sphérique du point A à chacun des points de la ciroon'* 
férence qui limite la calotte sphérique, est constante; et en 
effet» celte distance est égale à Taie générateur AC. 

THÉORÈME. 

60. Dans deux cercles égaux ou dans le même cercle ^ 
les angles égaux dont le sommet est au centre intercep- 
tent entre leurs côtés des arcs égaux. 

Soient BâC» B'A/C (/î^. /tS) les deux angles égaux, 
et BaC, B'a'C, les arcs qu'ils comprenuent entre leurs 
cdtds; je dis qu'on aura BaC^B'aX'. Je transporte 
B' A'C' sur BAC, Je fais coïncider le point A' avec le point 
A, et je fais prendre à A'B' la direction A6; comme les 
angles propuscs sont égaux , k'C coïntidci a avec AC, et 
par suite les arcs BaC , B'a'C coïncideront aussi. 
C. Q. F. D. 

Corollaire. Un angle droit dont le sommet est au 
centre d'une circonférence » intercepte entre ses côté* le 
quart de cette circonférence , 

ANALOGIE I. — THÉORÈME. 

Cl. Deux dicdres égaux ont des modules égoÊUC en chacun des 
points de leur areic (fig. 16). Y. P. P. 

A. L. D. BAC, B'A'C, angle, arc, côté, point A', point A. 
L. BAaG) B'AVG', dièdre, module, face, arèteo'A', arête aA, 

1*' Corolhttre. Un dièdre a te même module en cfutque peint de 
son arête. 

Construisant en on point quelconque E de l'arète Aa , le nouyeau 
module DEF, je dis que ce module sera égal au module BoC cons- 
truit au point a. Et en effet, il résulte de ce qui précède que cha- 
cun de ces modules est égal au module B'o'C' construit au point 

6 
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quelconque a' de i'urele d'un diodro B'A'a'C (^sral au di^dr<; diniri''' 
BAûC. Donc, un d'uilre a te même mndufc en chaque point de son 
arête, ou en d^aulrea termes n'u qu'un acul module. 

Corollaire. I n dièdre droit BAoG (fig. 49) a pour module 
9 un angle droit BaC. 

Prolongeant le plan AD dr la quantité quelconque AD, et la 
droite Ba de la quantité «D, je fais remarquer «iiic l'angle CrtD est 
le module du dirdre DAaC ; mais eu vertu de la définition des 
dièdres droits BA«C = DAaC (3i} , donc aussi le module BoG 
égale le module CoD. Ca est donc perpendiculaire h Ba. 
C. Q. F. D. 

3* Corollmre» La ligne Ca étant perpendiculaire aux deux 
droites Aa, 6a, qui se croisent k son pied dans le plan AB, Ca est 
perpendiculaire à ce plan; donc, lorsque deux plans sont perpen- 
diculaires^ toute ligne menée dans fun d*eux perpendiculairement à 
Pinierseetion commune, est perpentUculaire à Panfre plan* 

4* Corollaire, Quand deux plans sont perpendiculaires, si 
<fim point quelconque de Pun (Peux on mène une perpenéieU" 
taire à Pauire plan, cette perpendiculaire est située tonUe enHère 
dans le i** plan. 

En effet, du point donné on ne saurait abaisser sur le S* plan 
qu'une seule perpendiculaire; mais la droite menée par le point 
donné, dans le premier de ces plans, perpendiculairement àPinter- 
section eomhiune, est aussi perpendiculaire au second; donc, etc. 

r>* Corollaire. Quand deux plans sont ])crpcndiculnircs à un 
troisième, rintcrscction commune des deux preuùers est perpen- 
diculaire à ce troisième plan. 

En etrel, si par le poiiii où la droite d'iiilerseclion des deux 
premiers plans rencontre le troisième, on éK' ve une perpendicu- 
laire sur ce troisième plan, cette perpendiculaire sera contenue 
dans les deux premiers, et sera par conséquent leur intersection 
commune. 

* Scolic. Si de tons les points d'une droite donnée on mène des 
perpendiculaires sur un plan aussi donné : la ligne quelconque 
formée sur le pian donné par les pieds des perpendiculaires^ est 
dite la projection sur ce plan de la droite donnée; et, cette pro- 
jection est une ligne droitey car les pieds des perpendiculaires 
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lombenlsur la droite cPinleneelîoB du pian donné, et d'un Meond 
plan mené par la droite donnée perpendiculairemenl au 1*'. 

AHALOGIE 11. — latoBiMn. 

6Î. Sur des sphères cgates ùu smr ta mime wpMrt^ deux 
4mgl9t sphèriques égaux itmsreeptent sur des cercles de mHof 
rayon des arcs qui sent égaux, toutes tes fois que iu plans de ces 
cercles sont respedieement perpendifulaires aux arèies des deux 
angles spkériques. 

Soient BAC, B'A'C (Jly. 50) les aii?lcs sphi^riqucs <^î?aux, Au, 
A' a' les ari'les de ces deux angles, B(', B'C les aro«i qu'ils inter- 
ceptent sur les cercles égaux 1*, P' perpendiculaires aux droites 
Aa, X'a'i et je dis que les arcs BC, B'C seront légaux. Joignant les 
points B et G au centre et les points W\ C au centre V\ je 
forme deux angles BPC, WVC qui sont les ondules reopettifc- 
des angles spliériques comparés ; or, ces angles sphériques étant " 
égaux» leurs modules BPC, B'P'C' te sont aussi ; par suite il en 
est de même des arcs interceptés BG/B'C'. (60). C. Q. F. Ûw 

TUéORÉMB. 

63. Réeiproquamettt , datts don» eereles égaux om 

dana le fiu .iic cvrcfe^ xi deux angles au centre inier^ 
cepteiil iHtic ieutii coUs dus atcs (yuux ^ cet uayétë tO' 
roui égaux. 

Soient BAC, B'A'C (ifig- US) donx nn-lcs répoadanià 
deux arcs ëgauK BoC, B'o'C'; je dis qu'on amn 
BA0=B'A'C'. Je transporte B'A'C sur BAC, je place 
le point A' sur le point A, et je fais remarquer qu à cet ins* 
tant los deux circonférences Ciâncideroiu parfaitement; 
cela posé , bi je fais tourner raii^Ie B'A'C autour du point 
A jusqu'à ce que l'arc B'a'C coÏDCÎde avec Tare BaC, il 
est t vident que la coïncidence dos arcs eun aiaci a celle des 
deux angles. C. Q. F. D. 

Seolie. Cette proposition, comme toutes les réciproques, 
aurais pu être démontrée par Tabsorde, mais la démons- 
tration directe nou^ a paru devoir être préférée. 
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ArHALOGîE I. — THÉORÈME. 

64. Bèciproquement, deux dièdres sont égaux quand ils ont des 
modules égaux {ilg. 16). 

V. P. P. A. L. D. BAC, B'A'C, angle, arc, point A', 

L. BAcC, B'A'a'C, dièdre, module, arête «'A', 
A. L« D. point A, deux circonférences. 
L. arête oA, pians des deux modules, 

Corolkttre, Un dièdre BAaC (fig. 49) est droîl, quand ton 
rnoduiB BoG est un angle droU. 

Prolongeant le plan AB de la quantité quelconciue AD , et la 
droite Ba de la quantité «D, je fais remarquer que Tangle GaD est 
le module du dièdre DAaC; mais en Tertu de la déWUon des 
angles droits, les modules BoG, GoD sont égaux; donc il en est de 
même des dièdres BA«C, DAoG. G. Q. F. D. 

2" Corollaire, Quand une ligne Ca est perpendiculaire à un 
pian ABj tout plan AG conduit suivant Ca est perpendicuUdte m 
vtêfne pion AB. 

Soil Aa rinlersectinn commune des deux plans; si dans le plan 
AB l'on DièneaB perpendiculfure à Aa^ l'angle BaC sera le module 
du dièdre BAaC; mais par hypothèse Ca est perpendiculaire au 
plan AB, donc le module BaC est droite et par suite le dièdre BAaC 
est aussi droit. G. Q. F. D. 

* Scolic. Tout arc de grand cercle, mené de l'un des pôles d*un 
cercle donné sur la circonférence de ce cercle j est perpendiculaire 
à celte circonférence. En effet, la ligne des pôles passant par le 
centre de la sphère, est contenue toute entière dans le plan de 
Tare de grand cercle (10) ; mais celle ligne est perpendiculaire 
au plan du cercle donné (59. Sro/. 4) ; donc, en vertu du corol- 
laire précédent, le plan de Tare de grand cercle, qui est conduit 
suivant celle ligne, est perpendiculaire au même plan. 

ANALOGIE II. THÉOBàMB. 

* 65. Réciproquement^ eur des sphères égales eu sur la même 
* sphère, deux angles sphériques sont égaux krsqvfits hUereepteiU 

des arcs égaux sur des cercles de même rayon , dani les plans 
sent respecdvement perpendicuiÊires aux arêtes des deux q^glet 
sphériques. 
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Soient BAC, B'Â'G' (fiq, 50) les angles spliériques ptoposés, 
An, Ma' les arêtes de ces deux angles, BG, B'G' les arcs égaux 
qu'ils interceptent sur les cercles égaux P, P' perpendiculaires 
am droites Aa, A'a'; et je dis que les angles BAC, B'A'C seront 
égaux. Joignant les points B et G au centre P, cl les points B', G' 
au centre F, je forme deux angles BPG, B^FG' qui sont les 
modules respectifs des angles sphéiiques comparés ; or ces modules 
interceptant des arcs égaux sur des cercles de 'même rayon, 
. sont égaux (65) ; par suite il en est de même des angles sphéri-* 
ques proposés (64). G. Q. F. D. 

Scolie. Cette proposition pourrait être aussi démontrée par 
Fabsurde. 

THéOBilIB. 

66. Tout diamètre partage le eereh en deux partiee 
égalée. 

Concevons qu'on ait séparé les deux demi-cercles, et 
qn*on les ail placés l'un dans l'autre en tournant leurs con- 
vexités du même côté; lorsque les diamètres qui servent de 
base a!ix (îpiix demi-cercles coïncideront, les deux demi- 
cercles coïncideront aussi , sans quoi tous les points de la 
circonférence du cercle donné ne seraient pas également 
éloignés du centre. G. Q. F. D. 

ANALOGIE. — THÉURÈMC. 

*67. Tout grand cercle partage la sphère en deuxparUes égalet. 
V. N. P. 

A. L. D. demi-cercle, diamètre, circonférence, cercle. 
L. hémisphère, grand cercle, surface» sphère. 

THÉORÈME. 

68. Dans un cercle toute corde ci>l moindre que le 
diamètre. 

Son AC {fÎQ. 3) la corde dont il s'agit. Joignant les deux 
extrémités de cette corde au centre 0, j'aurai AC<OA-|-OC ; 
ainsi la corde quelconque AC est moindre que la somme de 
deux ray^ne; mais deux, rayons valent un diamètre » 
donct «le. 



66 

Scolie. Le diamètre al la plus grande corde qu on 
puisse mener dans le cercle. 

AITALOGIE. — TBiORÊHE. 

* 69. Dans une sphère y toute corde est moindre que le diamètre 

^'tig. 5). 

V. N. P. A. L. I). cercle. 

• L. sphère. 

Corollaire, Tout petit cercle est moindre qu*un grand cercle, 
earle petit cercle a pour diamètre une corde de la sphère, tandis 
que le grand cercle a pour diamètre le diamètre de cette sphère. 

70. Une corde sousiend toujours doux arcs qui , pris en- 
semble, forment la circonférciice enlièrci l'un d'eux est 
donc loujour» moindre qu'une demi-circonférence ei l'autre 
plus graod» quand la souslendan le a*csl pas un diamètre. 
Dans la suite, lorsque nous considérerons un ai*c par rap- 
port à sa corde, nous entendrons parler du plus petit des 
deux arcs sousiendus par cetie corde , à moins toulefois 
que nous ne prévenions du contraire. 

ANALOGIE. 

* 71. Â un cercle de la sphère répondcAt toqjours deux ca- 
lottes sphériques qui, prises ensemble, forment la surfàce entière 
de la sphère; Tune de ces calottes sphériques est donc toujours 
moindre que la moitié de la surface de la sphère, et Tautre plus 
grande, quand le cercle dont il s*agit n*est pas un grand cercle. 
Dans la suite, loisque nous considérerons une calotte sphérique 
par rapport au cercle qui lai sert de base, nous entendrons pac^ 
1er de k plus petite des deux calottes sphériques qui répondent k 
ce cercle , k moins toutefois que nous ne prévenions du contraire. 

TBÉORÈHË. 

73. Dam deuv curetés égaux ou dans le mémo cereh^ 
des aree égaux eant sausienduê par de* cordes égales. 

Ayant fait coïncider les deux cercles en plaçi iii ie centre 
do Tun sur le ceuire de i'auire, ou fera lourner l'un de ces 
cercles autour du centre commun jusqu'à ce que les arcs 
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proposéb coincideiH , ce qui an ivera Il<^cc^bail■cllicul, puis- 
qu'on les suppose égaux. A cet iiisiant les cordes de ces 
arcs coïncideront aussi. * C Q. F. D. 

l^* Scolie. La démonsiratîoit précédente suppose qae 
les arcs égaux que l'on considère appaniennenl à des cer- 
cles égaux j si ces arcs apparienaieni au même cercle, on 
prendrai l sur an cercle égal un arc égal à ebacttn des deux 
premiers, et Ton aurait ainsi un arc dont la corde serait 
égale à chacune des cordes des art s donnés, lesquelles sc- 
raicni par conséqueni égales entre c lies. C. Q. ! . 0. 

T Scolie, Le tbéorèmc qui vient d'être dcmoniré a en- 
core lieu quand les arcs que Ton considère sont plus grands 
qo*ttne doni-circonférence. 

ANALOGIE — THÉORÈME. 

* 73. Sur des sphères égales ou sur (a même sphèrej deux ca- 
lottes sphériques ég&les sont Umiiées par des cercles égaux. 

y. N. P. (N. B.) Les analogies 75, 77, 79, ainsi que laseolie 
du u^ 7S, se déduisent des proi>osilions de géométrie plane dont 
elles sont les analogues , en remplat^ant dans celles-ci les mots 
cercle, arc, corde, circonférence, par les mots 
sphère , calotte sphérique, cercle , surface de sphère. 

TBéORÈME. 

lli. Dans le même cercle ou dans deux cercles égaux ^ 
un plus grand arc est souslendu par une plus grande 
corde. 

Je suppose d*abord que les arcs ÂaB, CcD {fîg. ôi) 
soient pris dans la même circonférence, et soii AiiB>CcD; 
sur Tare ÂaB je prends arc Aa=::arcC<?D,ei je tire la corde 
Aa qui sera égale à CD ; enfin je tire les rayons Oa , OB. Le 
rayon Oa reucontrera nécessairemeni AB en un point 1^ 
placé au-dessus du poiui 0 , et j'aurai successivement 

AE+Ea>A«, EB+OE>OB. 
Ajoutant ces deux inégalités ineaiUre à membre, et obser- 
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vniji que AE + EB = AB, el queEfl + OE^^Oa , il vient 
AD Oa >0B 4" î supprimant aux deux membres de 
celle inégaliié les quantités égales Oa,OB, il reste AB>Aa; 
mais Aa = CD, donc aussi AB^ CD. C. Q. F. D. 

La déinonsiraiion serait la même si les deux arcs appar- 
tenaient à des circonférences égales. 

Seolie. S'il éiaii question des arcs CAaBD, AODB qui 
sont plus graods qu'une demi-circonférencd, le contraire 
aurait lieu ; à un plut grand are répondrait une piui 
petite carde; car, en supposant arc CAaBD >^ ACoDB , 
l'arc CcD qu'il faudra «jonier au premier pour avoir tonte 
la circonférence, sera moindre que l'arc AaB qu'il faudra 
ajouier au second pour avoir la même circonférence; par 
suile, corde CD sera<^AB, puisque les arcs Cc-D, AaB sont 
moindres qu'une deuii-circonférence. G. Q. F. D. 

ANALOGIE. — THÉORÈME. 

* 75. Swr la même sphère ou sur des sijfières i'ijalcs, une plus 
grande calolte sphérique est limitée par un cercle plus grand. 

Soient AaB, CcD (Jig. 52^ les deux calotles spliériqiics , a le 
centre de la plus grande, c le centre de Faiitrc ; conduisant un 
plan par le centre 0 de la sphère et les points a, c, ce plan cou- 
pera la sphère suivant un grand cercle AbD , et les plans des 
bases des deux calotles sphériques suivant les diamètres AB, CD; 
mais la calotte sphérique AaB étant par hypothèse plus grande 
que la calotle sphérique CcD, l'arc générateur aA delà première, 
est plus grand que Parc générateur cG de l'autre; donc aussi Parc 
AoB double de Pare ak, est plus grand que Parc CcD double de 
Paie (C ; par suite AB corde de Parc ÂaB, est plus grande que CD 
corde de Parc CcD. C. Q. F. h, 

Scoiie. V. N. P. Scol. 

TUÉÛRËMË. 

. 76. Béeiproquement, dane deux eerefee e'gaux ou dan» 
fe même eerehy des eordee égalée eeuêtendent dee ares 
égaux. 

En effet, si le.s arcs qui répondent aux cordes égales n'é» 
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laieiiL pas ej^^aux , les cordes do ces arcs seraieol inégales 
(7^), ce qui c5t coiure 1 hypothèse. 

Scolie. La proposilion précédcute a eucure lieu, quand 
les arcs que l'on considère sont pla« grands qu'une demi* 
circonférence. 

ANALOGIB. — TBÉOftfeHB. 

* T7. Béc^troquêtmni, iur deux sphères égaies muêt lû mém 
sphère, à dis eereUs é^ma fépomkiU de$ ealottei spkéri^mêê 
igateê. V. N. P. 

TRÉOBiMB. 

78. Réciproquement, dans le même cercle ou dans 
deux cercles egauXf une plue grande cQtde eouetend un 
plus grand arc. 

Soit corde AB > corde CD (fig. 51), et je dis qo*OD tara 
arc AaB > arc OD. D'abord arc AaB n*es( pas égal à arc 
G^D » car si cela ëuit i corde AB serait égale à corde CD, 
ce qai est contre lliypothèse ; AaB n^est pas non plus 
moindre qae CeD» car si cela était » corde AB serait moin- 
dre que corde CD, ce qui est encore contre l'hypothèse ; 
donc AaB est > CoD. C. Q. F. D. 

Scoiie. S'il éiait question des arcs ACrDB, CAoBD qui 
sont plus grands qu'une demi-circonfércBce, le contraire 
aurait lieu; à une plue grande corde répotidraù un plus 
petit arc. 

En effet, puisque corde AB est ^ corde CD, arc AaB 
est]> CcDt à cause que ces deux arcs sont moindres qu'une 
demi-circonfcrence; donc Tare ^CoDB qu'il faut ajouter à 
l'arc AaB pour faire la circonférence, est moindre qne 
rare GAaBD qu'il fant lyonter au second pour faire la 
même circonférence. C. Q. F. D. 

ANALOGIE. — TB£0EÉM£. 

* 79, Smtdêi epkirei égatee eunar la même jpMr«j à m pku 
fraad cercle ripwd me pku grande caleUe epkérlgue (fig. 8t)* 

V. N. P. 

7 
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THÉORÈME. 

8û. Toute ligne abaiuée du emire d'un cercle per- 
pendiculairement eur une eorde^ partage cette corde ei 
Faro êoustendu chacun en deux partie» égales, 

Da centre 0 Çfig* 53) j*abais8e OP perpendiculaire sur 
la corde A6, je prolonge OF jusqn^à sa rencontre en C 
avec Tare AB, et je dis qu'on aura AP » fiP, arc AC = 
arc BC. Joignant te centre 0 avec les points A et B par 
les rayons OA, OB, j'aurai deux obliques égales ; et, comme 
deux obFKïues égales s'écaricnl égalcmeiiL du pied de la 
perpendiculaire, AP =: BP. Il reste à démontrer que le 
point C est le milie u de l'arc AB. Pour cela, je tire Jcs 
cordes AC, BC; comme co% cordes sont deux obliques 
ft'ëcartant égaientent du point P, elles sont égales; donc 
il en esi de même des arcs AG, BC (76). C. Q* F. D. 

THÉORÈME. 

81. Si par le miUêu d'une eorde on élève une per- 
pmdieukàre eur eetie carde, cetie perpendiculaire ira 
paner par h centre du cercle et le miiien de Pare que 
eouetemd cette eerde, 

£n effet, ces points sont respectivement à égale distance 
des extrëmitéi de la corde (50. cor.). 

ANALOGIE I. — THÉORÈME. 

* 82. S» j9ar le ndUeu iFune corde de ta sphère on étèee m 
ptan perpend&euUàre sur cette corde, ce ptan ira passer par le 
centre de la sphère, par tes centres respectifs de tous tes cercles 
menés par tes extrémités de cette corde, enfin par te miUea de 
ckaam des ares seustendus par cette corde. T. If« P.] 

ANALOGIE II, — THÉORÈME. 

* Si par te centre iPun cercle de la sphère an élèee wm 
perpéaéSiataire sur te ptan ée ce cercle,' cette perpeiuSetdaire ira 
passer par te cen^e de la sphère ^ et perte centreée la €«Mf 
epktrUpte qui répond à ce cercle, V. N. SI. 
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A. L. D. des exlrémilés de la corde. 

L. de tous les points de la drcooférence du cercle, 

1'* ScoHe, Si «fttit ^nm'iiI donné G (fig. 54) pfif pmtr p$U, et 
mtee une certaine emertare de eon^poc, on décrU sur ta sphère 
une ligne courbe, cette Hgne courbe eera un cenie perpendêcu- 
Uàre m diamètre CE guipasse par le point C, 

Soit A un point quelconque de la courbe décrite ; je fais passer 
un grand ceide par les points G et A, je fàîs tourner le demi- 
graâd cercle CAË anloar da diamètoe CE, et je «Us que pendant 
que ce deDu^cerde engendieia la sphère , le point A parconna 
la emha qu*il s'agit de détetniner. En efifet, on peut concevoir 
le mouvement du compas comme produit par la rolalioa du demi* 
eeide générateur auquel on peut le supposer invariablsment lié» et 
qui PenliaSne dans son mouf ement ; or, le point A parcourt la 
ciioonfcrence d^un cercle dont le centre est le pied P de la 
perpendiculaiie AP, dont le rayon est AP, ei dont le plan est per- 
pendiculaire an point P sur CE (52. scol. 2.) ; doBO, etc. 

2* Scolie, Si l'ouverture de compas qid sert à décrire un cerete 
est égale à la corde Ca d^un guadrant, le cercle décrit sera un 
ffrand cercle; et en effet, dans ce cas le pied de la perpendicu* 
laire abaissée du point a sur CE, coîncidira avec le centre 0 delà 
sphère. Pour toute ouTerture de compas différente de la corde d*un 
quadrant^ le cercle décrit sera un peftt cercle, 

3* Scolie, Nous nommerons corde polaire d'un cercle do la 
sphère, touveriure de compas qui sert à décrire ce cercle, et 
rayon polaire tPtin cercle , rare de grand cercle soustendu par 
ta corde polaire du cercle donné, Nous désignerons aussi sous 
le nom de diamètre polaire d'Isa cercle, l'arc de grand cercle gui 
passant par Pun ou l'autre pôle, se termine à la circonférence du 
cercle donné» Dans la suite, et afin d'abréger le discours, nous 
dirons souTcnt , dans la géométrie spbériqœ, ragon au Ueu de 
rayon polaire, 

4« Scolie. Ce qm précède Jimuit te moyen de décrire un grand 
cercle assujéti à passer par dam points donnés de la surface de 
la sphère; à cet effet, on décrira deux grands cercles des deux 
points donnés pris pour pôles; prenant ensuite pour pôle Tun 
des points d'inlersecUon de ces grands cercles, on en décrira un 
nouveau lequel passera évidemment par les deux points donnés. 
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ANAIOOIB III. — TBÉOllfclIB. 

* Si. Si mr la circonjtrcuce d*un cercle de la sphère on 
élève perpendiculairement un arc de grand cercle, cet arc de 
grand cercle ira passer par len poics du cercle donné. 

Soit CD (fïg. 5^) un arc de grand cercle perpendiculaire sur la 
circonférence du cercle ab. Le plan de l'arc CD passant par le 
centre de la sphère, contiendra le diamètre PP' des pùles P et P'^ 
puisque ce diamètre est perpendiculaire au cercle ab (Cl. cor. A); 
l'arc CD prolongé ira doue passer par les deux pôles. G. Q. F. D. 

i«« CeroUaire* Jyun point quelconque G pn> ew la ntrfaee do 
ta sphère, on ne peut mener qv^un seut arc de grand cercle per^ 
pendiculaire sur la circonférence d^un cercle donné aby toutes 
les fois que le point C n'est pas un des pôles de ce cercle. Et en 
effets dans ce cas tous les arcs de giand cercle menés par le point 
G perpendiculairement à la circonférenoe da cercle ab, coïncident 
parfaitement^ puisque les plans de ces arcs passant par trois mêmes 
points non en ligne droite, à saToir parle point donné G, et les deux 
p^les P, F. 

2* CoroUmre. Si par te tmUeu ihm are de cerete de la sphère 
on élève perpendtcttlairement sur cet arc un arc de grand cercle : 

Chaque pmnt de Parc perpendiculaire est également éUngné 
des deux extrémités de Pare donné; 

i'^ Tout point de ta surface de la sphère extérieur à Varc per- 
pendiculaire, n'est pas également éloigné des mêmes extrémités. 

Soit AB (jig. 5j) Tare donné, P et P' les pôles de cet arc, Dson 
milieu, el DPD'P' la circonférence du grand cercle k laquelle ap- 
partient l'are perpendiculaire; comme Irs points D, P, F sont 
respectivement ii égale distance des exlrcmilés A et Bde la corde 
AB de l'arc AB, le plan DPD'P' est perpendiculaire sur le milieu 
do cette corde ("0. cor. 2) : par suite^ tous les pumls de ce plan, 
et rien qur les points de ce plan, sont chacun également éloignés de 
A et de B. Donc, etc. G. Q. F. D. 

3^ Corollaire, Tout point C de In surface de in sphère égale- 
ment distant des extrémités AetH d'un arc de cercle appar- 
tient à l'arc de grand cercle élevé perpondmUnremeni sur ie 
mlieu de AB. 
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L. D. la perpendiculaire. 
L. Tare perpendiculaire. 



4* Corollaire. Si un mre €S^de grand cercle (fig. S6) a deux 
d9$e»painisC etJ) également éloignê$ chacun des exirémités A r( B 
tPun arc de eerete AB, Tare CÙ $em perpendiculaire iur U wûUem 
de ÂB, et par suite ùmt ies mUree points de CD seront respeeli' 
vement à égale distance des mêmes extrémités A et B, pourvu 
toutefois que Varc CD ne soit pas égal à wne dead'^irantférenee. 

y. N. M. A. L. D. droite. 



1'* Seofie. Puisque le plan de Pare CD (ftg^ 8S} est perpendi- 
culaire sur le milieu de la oorde AB de Farc AB , Tafc CD est 
perpendiculaôre sur le milieu de èhaom des aies de earele 
soQSteudus par cette oorde ; donc route* les Jhis quftm arc dé 
grand cercle est perpenSeukùre $ar te ndtUu ifim arc donné, 
cet are de grand cerclé e$t oaeH perpendicuUùre emr le ndUeit de 
UnU autre are pasuaU par Us deux extrémtéi du premier» 

8* ScoHe. Sieur la surface de ta sphère on détermine tant de 
points qv^on voudra qui soient respectivement à égale distance de 
doux points donnés de cette surface, tous tes points airni déter^ 
minés appartiendront à ta circonférence iPun grand cercle 
( cor. 5). 



• 85. Si d'un point A ^fig. 57) pris dans rinicripin d un 
cercle CD, on mène un diamètre PP' et cliffércnies lignes 
A£, AF, AG^ à différents points de la circonférence de ce 
cercle : 

i"" Le plus petit segment AP du diamètre PP'» est 
moindre que toute ligne AE émanant du point A et 
aheutUiani à la eireotiférenee du eerele donne'/ 

2* Deu» droites AE» AF, séparéee du point P par 
éee wree égaux PE, PF> sont vgales; 

y* Deux droites AG, A F, séparées du point P par des 
arcs inégaux Ï^G y FI", aont inc'gaici y ia })lus ijriDide est 
celle qui aboutit à ^extrémité O du plus grand arc. 

1^ Cas. Je joins le point £ au centre 0 , et j'ai 



L. arc de grand cercle. 



TBÉORÉMB. 
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CE < UA + AE; mais OE =0P= OA + AP, donc 
OA 4- AP < OA -f- sapprimaoi aux deux membres de 
celle inégalité le lerine oonman 0A| il reste AP < A£. 
C. Q. F. D. 

2* Ca9* Gomme les points 0 et P sont respectiTement 
à égale distance des extrémités de la corde EF, le dia- 
mcUc rr' est perpendiculaire sur le lujlieu do celle 
corde i par suile AE — Al (47). C. Q. F. D. 

3° Cas. Prenant PE= PF, si Ton joint le point A avec 
le point £, on aura AE = AF{ si Too joint aussi le point 
0 aa poiiii G, la ligne 0£ mcontreri AG en an certain 
point H placé à gauche éu diamètre , et Ton aara sucée»- 
sivement 

AH + HE > AE , HG + OH > OG. 

Ajoutant ces deux incgalilés meuibrcà membre, et ob- 
servaui que Ali + IIG = AG, et que HE + OH OE , 
il vii^nt AG + OE > AE -|-0G; supprimanl aux deux 
membres de cette îné^aliié les lermes égaux OE, OG» il 
re&le AG > AE. C.Q. F. D. 

1*' Corollaire, Si d*un point A pris dans Tintérienr d'uu 
cercle CD, on mène un diamètre PP' et différentes lignes 
A£> AF, AG, à différents points de la circonférence de 
ce cercle : 

l" Le plus grand segment AP' du diamètre PP', est 
plus grand que toute ligue AE émanant du point A ^ et 
ahoutimant à la circonférence du cercle dorme',' 

2" Deux droites AE, A F, sa p arecs du point V par des 
arcs égaux P'E, P'F, sont égales ; 

3** Deux droites AF, AG| séparées du pointé' par des 
are» inégaux P'F, P ' G , sont inégales \ la plus petite eei 
celle qui ahoutit à l'extrémité F dupltu grand are* 

1** Cai. La ligne AP' est plus grande que toute ligne 
AE y puisqu'elle s'écarte plus du point P que AE. 
C. Q. F. a 
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2* Cas. Les arcs P'E , P'F étant égaux, leurs supplé- 
ments (*) PE, PF le sont aussi \ par suite A£ = AF. 
C. Q. F. D. 

8* Cas. Puisque arc P'F est> arc P"G, le supplé- 
ment PF de P'F, est moiodre que le suppléaient PG de 
P'G ; par salle AF est < AG (8* cas). C. Q. F. D. 

2* Corollaire. Béciproqiiementy tiune ligne est la plus 
courte ou la plus iotigav distance (Vun point pris dans 
r intérieur ci un cercle à la circonférence de ce cercle^ 
cvtie ligne est le prolongement d'un diamètre. Car s'il 
en elaii aulrcment, celle ligne ne serait pas la plus courte 
ou U plus longue, parmi toutes celles qu'on peut mener 
du poiat donoé à la circonférence donnée. 

ANALOGIE. — THÉORÈME. 

* 86. Si d'un point donné A fjig. l)S) pris sur la splirre, on 
mène le diamètre polaire POP' d\in cercle CD, et différents arcs 
de grand cercle AE, AF, AG, à difl'érents points de la ciroenfé- 
rencede ce cercle: 

i° Le plus petit segment AP rfu diamètre polaire POP', est 
moindre que tout arc AE émanant du point A et abonUssmt à la 
circonjet'i nce du cercle donné; 

2" Deux arcs AE, AF, séparés du point P par des arcs égaux 
PE, PF, sont cg aux ; 

3" Deux ores AG , AF, séparés du point P par des arcs inégaux 
PG , PF, sont inégaux; le plus grand est celui qui aboutit à l'ex- 
trémité G du plus grand arc. 

1"^ Cas. Je fais d'abord remarquer que-le plan POP' est perpen- 
diculaire au plan CD (6i. scol.); de plus, la ligne abaissée du 
point A perpcndiculairemenl au plan CD, tombant h Pintersect ion 
commune PP' de ces plans (01. cor. 4), en un point p tel que ;^P 
est < pV, il en résulte que /;P est < pE (85. l<-'^cas), et par suite 
que corde AP est aussi moindre que corde A£ (55) ; mais de deux 



(*} Deux arcs sont dits supplémentaires qmnd leur somme égale 
nnc dcmi-clrconfércnce , et complémentaires, quand leur somme %ale 
uD quart de circonférence. 
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coideB inégalM la plus gnnde «omlend le plus grand arc, dfmo 
arc AP < aie âE. G. Q. F. D. 

2* Cas. Tirant les cordes AE , AF, et les lignes pE, ;;F, je fais 
remarquer que ces cordes sont des obliques s*écarlant éj^alement 
du point p (8"). 2" cas) ; ces cordes sont donc Ogalcs. Donc aussi 
les arcs AE, AF qu'elles souslendcnt sont égaux. C. Q. F. D. 

3* Cas. Puisque par Lypotlièse arc PG est > arc PF, la dis- 
tance pG est > pF (85. 5* cas), par suite corde ÂG est > corde 
AF (55); et, comme de deux cordes inégales la plus grande sous- 
tend le plus grand arc, arcAG est > arc AF. C. Q. F. D. 

i^^" Corollaire. Si d'un point A pris sur la sphère on mène le 
diamètre polaire POP' d'un cercle CD, et différents arcs de grand 
cercle Â£, AF» AG, à différents points dala circonférence de ce 

cercle : 

1» I^plus grand segment AV du diamètre polaireVOW, est pUu 
grand que tout arc AE émanant du point A et aboutissant à la eir* 
conférence du cercle donné ; 

Deux arcs AE, AF, séparés du point V par des arcs égaux 
PE, P'F, sont égaux. 

3** Deux arcs AF, AG, séparés du point F par des arcs inégaux 
FF, P'G, sont inégaux le plus petit est celui qui aboutit à Pextré- 
mité F du plus grand arc, 

2* CoroUairr. Réciproquement, si un are de grand cercle est le 
plus petit ou le plus grand parmi tous ceux qu^on peut iMner d^un 
point donné à une circonférence donnée, cet arc de grand cercle 
est le prolongement (f titi diamètre polaire du cercle donné, 
T. N. P. cor. 1 et A. L. D. Ugne. 

L. arc. 

THÉORÈME. 

* 87. Kéciproqueaienl, si d'un point A (fg. 57) pris dans 
Tintcrieur d'un cercle CD, on mène un diamètre PP' et 
différentes ligues A£, AF, AG, à différents points de la 
Circonférence de ce cercle : 

* 1*^ Deuse droites égales A£, AF, sont êéparéei par des 
égaux de Vextrémiié P du plue petit segment AP du 
diamètre PP' ; 
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Dêm» éroitet inégaies AG, AF, soni séparées du 
point P par des arcs inégaux; la plut grande AG en 

est se'parcc par le plus grand arc. 
V. N. 58. A. L. D. perpendiculaire. 

L. ligne AP. 

Corollaire. Si d'un point A pris dans rinlérieur d'un 
cercle CD, on mène un diamètre PP' i et difiërentes lignes 
AEy AF, AG> à différents points de la circonférence de ce 
cercle : 

1* Dewp droites égales A£, AF, sent séparées par des 

ares égaux de VextrémOé du plus grand segment 

AP' du diamètreVV \ 

2« Deux droites inégales AG, A F, soîit séparées du 
point par des arcs inégaux, la plus grande AG en 
est séparée par le plus petit arc, 

1*' Cas, Les lignes A£, AF ëiaot égales, les ares P£, 
FF» sont ëganx; parsuite> leurs suppléments P'£, P'F le 
sont aussi. C. Q. F. B. 

2* Cas. La lii^tnj AG cuhiI plus grande (juc xU', lare 
PGest>PFj par suiie, P'G suppléaient de PG, est<P'F 
supplément de Pi'. C. Q. F. D. 

Soolie, Le corollaire précédent pourrait être aaesi dé* 
montré parFabsurde. 

AKALOGIE. — TUÉGRÈME. 

• 88. Réciproquement, si par un point A {fig. aS) pris sur la 
BOrfoce (le la sphère, on mène le diamètre polaire POP' cFim cercle 
CD, et difTérents arcs degiand cerde A£, AF, AG, à ditlérenU points 
de la circonférence de ce cercle : 

Dtfiix ares égaux AE, AF, sont séparés par des ares égaux 
de Vextrémté P dit plus petit segment kP du diamètre poUnre POF; 

20 Deux arcs inégaux AG , AF, sont séparés du p^nt ¥ par des 
arcs inégaux i le plus grand AG en est séparé par te phu grand 
4sre* 

CeroUmre, Si d*un point A pris sur U suiiàce de la sphère, on 

S 
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mène le diamMie polaire POP d^l]l code Cb, el difféienls ara de 
grand cercle AS) AF, AG, h différents points de h drcopfôrence de 
ceeerde: 

1* Deux arci égaux AE, AF, sont séparit par des aret égaux 
de PextrémUê F du plus grand segment AF du diamètre polaire 
POF; 

2* Skux ares inégaux A6, AF, sont séparés du point F par des 
ares inégaux; le plus grand AG en est séparé par te pftif petàt are, 
V. N.* P. cor, 

A. L. D. ligne. 
II. arc. 

THÉORÈME. 

89. Dane deua eerelaa éjffaus m dans le même eereUf 
deu» cordai égales ioni également éloignées du eenire. 

Ayant fait coïncider les centres des deux cercles, on 
fera tourner Tun d*eux autour du centre commun, jusqu'à 

ce que les arcs égaux qui répondent aux deux cordes 
coïiicii.leni ijarlaiiemcul } à cet inslaul, les deux. coilIcs 
coïDcideroni aussi, et celte coïncidence eniraîaera celle 
des perpendiculaires abaissées sur ces cordes des ccnlres 
des deux cercles , puisque d'un point extérieur à une 
droite, on ne saurait abaisser sur celle droile deux ligues 
perpendiculaires* 

Seolie* SI les cordes égales appartenaient au même 
cercle, on prouverait qu'elles sont également éloignées du 
centre, par un raisonnement analogue à celui que renferma 
la scolie du n<» 72. 

ANALOGIE. — THÉORÈME. 

* 90. Dans deux sphères égales au dans la même sphère, deux 
cercles égaux sont également éUngnés du centre, Y. N« P. 
A. L. D. eerde, arc, corde, droite. 
L. sphère, calotte sphérique, cercle , plan. 

THÉORÈME. 

d.l. Dans le mémo eereleou dans deux eareiae égaux ^ 
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deux cordes inégales goîtt inégalement éloignée* du 
centre ,• la plus grande en est la plu* rapprochée. 

Je suppose AB > CD (fig. 59), et je dis que la dtsiaoce 
OP sera moindre qoe la distance OR. Comme AB est > 
CD, arc AB est aussi > arc CD ; je puis donc prendre sur 
arc AB, arc AE = arc CD, el il en résultera que corde AE 
sera égale à corde CD ; par suiic, la (iistaiice OS sera égale 
h OR. Soit F le point où OS rencontre AB; nous aurons 
or < OF Cl à plus forle raibon < OS, mais OS = OR, 
donc aussi OP <0R. C. Q. F. D, 

1*^ Seoiie» La démonstration serait mot pour mot la 
même, si les cordes dont il s agit appartenaient à des 
cercles égaux. 

1" Corollaire, Réciproquement dans le même cereh 
^ dan» deux eerelei égaux , deux eordee paiement 
éloignées du centre eont égales g car si ces cordes étaient 
inégales, elles ne seraient pas également éloignées du 
centre. 

2* Corollaire, Réciproquemenl, dans le même cercle 
un dans deux cercles égaux^ deux cordes inégalement 
éloignées du centre sont inégalée, la plu» rapprochée 
e»t celle qui e»t la plu» grafêde. 

Soient AB, CD les deux cordes, OP, OR les dislauces 
da centre 0 à ces cordes, je suppose OP < OR, et je dis 
qu'on aura AB > CD. Dabord AB n'est pas égale à CD, 
car si cela était, OP serait égale à OH, ce qui est contre 
rhypoihèse ; AB n'est pas non plus moindre que CD, car 
si cela était, OP serait plus grande que OR, ce qui est 
encore contre l'hypothèse ; donc nécessairement, corde 
AB est plus grande que corde CD. C. Q, F. D. 

2» Scolie. La démonsiraiion serait mot pour mot la 
même, si les cordes dont il s'agit apparienaieni à des cir- 
conférences égaies. 
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ANALOGIE. — THÉORÈME. 

* 92. Dnn^ ta même sphère ou dans deux sphères èrjalfs- , dnix 
cercles inégaux sont inégalement éloignés du centre; le plus grand 
en est le pins rapproché. 

Je suppose cercle AB > cercle CDfftg. 00), cl je dis que la dis- 
tance OP sera moindre que la dislance OR. Suivant les perpendicu- 
laires OP, OR, je conduis un plan ; ce plan cou[m ra la sphère sui- 
vant un fjrand cercle ABCl), el les deux cercles donnes suivant deux 
diamètres AH, CT>, lesquels seront des cordes du grand cercle; 
mais, par liypoUièso, corde AB > corde CD; donc, en vertu du 
Uiéurènie précédent, OP < OPi. C. Q. F. D. 

1'* ScoUe. La démouslralion serait analogue si les cercles dont 
il s'agit appartenaient h des sphères égales. 

i*^ Corollaire, Réciproquement, dans ta même sphère ou dans 
deux spkèret égaler. Us cercles également éloignés du centre sont 
* égaux. 

2" Corollaire. liéctproqucment , dans la même sphère ou dans 
deux sphères égales, deux cercles inégalement éloignés du centre 
sont inégaux; le plus rapproché est celui qui est le plus grand. 
' V. N. P. cor. l^â, elscoLâ. Â. L. D. corde, circonférence. 

L. cercle» sphère. 

THÊOftftlIB. 

93. Si d'un point quelconque A (fig. 61) pris dans 
rintcrieur d'un cercle , on incac dans une uii ccliun 
quelconque une ligne cette ligne sera sécante. 

Je joins le point A au centre 0, et j'observe que UA 
sera rooiucirc que OM rayon du cercle. Du centre 0 abais- 
sant sur AB la perpendiculaire OP, cette perpendiculaire 
sera moindre que OA ou loul au plus égale ; elle sera donc 
aussi moindre que OM, ce qui prouve que le pied de la 
perpendiculaire est situé dans le cercle ; mais puisque OP 
est moindre que le rayon, à droite et & gauche du point P 
il existe nécessairement deux obliques égales à ce rayon , 
les pieds de ces obliques seront donc situés sur la circon- 
férence. Donc la ligue AB prolongée suiTisaiumeut rencon- 
trera la circoiiiérencc en deux points. 
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1" CoroUu ire. l }ic droite donnée est sécante dèsquun 
$eul de SCS points est intérieur au ettch. 

2" Coi'ollaivf . lous les poiiit» d'une tangente au cer- 
cle , à l exception du point de contact ^ $ont extérieurs a 
ce cercle. 

Car 8i un seul des points de oelie ligne était siiaé dans 
le cercle, cette ligne ne serait pas tangentei ce qui est 
contre Thypotlièse. 

ANALOGIE. — > THÉORÈME. 

94. Si «fim ffotnf quekùnqm A (Cg. 02) jjrie éan$ Pwtériem' 
if «ne sphère, on mène dans une itirection quelconque un plan ÂB , 
ce plan sera sécant* 

i«r Coroltmre, Un plan donné est sécant dès qu'un seul de ses 
points est intérieur à la sphère. 

2*" Corollaire. Tous les j'uniis uun plan langent à la sphère, à 
Vexception du point de conian, sont r.t téricttrs à cette sphère. 
V. N. P. A. L. D. cercle, à droite et à gauche, dcnx , 

L. sphère, autour, une iulinité, 

A. L. D. circonférence, Hgne. 
L. surface de lu sphère, plan. 

THÉORÈME. ' 

95. Une ligne menée perpendiculairement à l^extré^ 
mi (y dun rayon, est langenle au cercle y et réciproque- 
ment, toute tangente au cercle est perpendiculaire à 
(extrémité du rayofi qui passe au point de contact, 

!• Soil MN /^fig. 63) une ligne menée perpendiculaire- 
ment à rexirémité d*un rayon OC du cercle AB; je dis que 
cette ligne sera tangente à ce cercle. Sur la ligne MN je 
prends un point quelconque D autre que Cf je joins le 
centre 0 jivec le point D, et comme OC est perpendicu- 
laire et OD oblique, j'aurai OD > OC. Mais OC étant un 
rayon du cercle, OD est > qu'un rayon, donc la ligne 
MN est tangente, puisque tous ses poinis^ à i'eicepiioii du 
point C, sont en dehors du cercle AB. 
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es 

2* Je suppose la ligoe MN taDgente au cercle ÂB au 

point C, et je dis que MN sera perpendiculaire à Textré* 

mile du i iiyon OC. En effet, puisque la li^na MM est tan- 
gente , tous ses points, à l'exception du point C, sont en 
dehors du cercle; OC est donc perpendiculaire sur MN 
comme étant la plus courte dlsiauce du poinl 0 à la ligue 
m. c. Q. F. D. 

Corollaire» Par un point donné prié tur le cercle, on 
ne peut mener à ce cercle qu^une eeule tangente/ car, 
si l'on pouvait en mener deux, touies deux seraient per- 
pendiculaires à Texlrémilé du même rayon , ce qui esi 

impossible. 

ANALOGIE I. — THÉORÈME. 

96. Un plan mené perpendiculairement à V extrémité <Pun 
rayon est tangent à la sphère j et réciproquement, tout plan tangent à 
Ut sphère est perpendiculaire à Pextréimté du rayon qui poMte m 
pointée contact (fig, 64). 

Corollaire. Par un point donné pris sur la sphère, on ne pml 
mener à cette sphère qu'un seul plan tangent, V. N. P. 
A. L. D. ligue, cercle. 
L. plan, sphère. 

ANALOCIB II. — THÉORÈME. 

* 97. Un arc perpendiculaire à l'extrémité durayon polaire d*un 
cercle est tangent à ce cercle, et réciproquement, tout arc tangent 
à un cercle est perpendiculaire à L'extrémité du rayon polaire qui 
passe au point de contact ( Ijg. C5). V, P. 95. 
A.L.D. ligne, rayon, centre, >, en dehors, 

L. arc, rayon polairo,pôle, > ou <, au-dessous ou au-dessus, 
A.L.D. la itliiscuurie dislance. 

L. la pl us courte ou la plus longue distance. 

PROBLÈME 

98. Par un point donné mener une perpendiculaire 
à une droite auui donnée^ 
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Deux cas pourront se présenter : ou le point donné sera 
situe sur la druiio donnée» ou il sera extérieur à celle 
droite. 

1" Cas, Soient C et AB fpg. C6) le point cl la droite 
donnés ; sur A6 je prends deux points D et £ qui soient à 
égaie distance du point C\ des points D et E pris pour 
centres et avec un même rayon plus grand que la moitié 
de D£, je décris deu3t arcs de cercles qui se coupent en 
je joins le point C an point M par la ligne CM, et CM 
sera la perpendiculaire demandée, puisque deux points 
C et M de cette ligne, sont respectivement à égaie distance 
des points D et E (51). C. Q. F. D. 

2" Cas. (Jîg. 67). V. 1" cas. 

1** Scviie. 11 est évident que les cercles décrits des 
poiuls D cl E se couperont, car, par le choix qui a éié 
fait des deux rayons, chacun des cercles décrits pénètre 
dans l'autre} et ne saurait y être contenu tout entier, les 
rayons de ces cercles étant égaux. 

2* Scolte. Dans le second cas, en portant deux fois sur 

DE i ouvci Uire de compas qui sei'i ù décrire les ai es de 
cercles, on s'assurera si cette ouvoiiure de compas est 
plus grande ou moindre que la moitié de D£. 

AMALOGIB. — PROBLàUE. 

* 99. Par un point donné mener un arc de grand cercle perpen- 
diculaire à un arc donné (fig. 68 et 69). V. N. P. 
A. L. D. dioile, centre, ligne. 

L. arc, p61e, arc de grand ceicle. 

PBOBLÈVB. 

100, Partager une droite donnée ÂB (fig. 70) en deus 
partieê égalée. 

Pour résoudre ce problème, il suOit de tracer une 
ligne qui soit perpendiculaire sur le milien de AB, et pour 
obtenir cette ligne, il faut déterminer deux points qui 
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soient ^mpeclivemeot à égale distance des extrémliés 

A et fi. Ainsi des points A et B pris pour centres, et 
avec un môme rayon plus grand que la moitié de AB, 
je décris au-dessus et au-dessous de AB des arcs do cer- 
cles qui se renconircnt en M et N, je iraco. ensuite la 
ligne MN qui sera perpendiculaire &ur le milieu de AB. 
Le milieu de AB sera donc situé au point d'intersectioa 
P de AB et de MN. 

Sûolie, La même eonstroction sert à partager un arc 

AB eu deux pariies égales. 

ANALOGIE. — TBÉOBàHB. 

* dOl. Partager en deux parties égales un arc AB (fig. 71) 
appartenant à un cercle de la sphère, V. P. P. 

A. L. D. ligne, cenlre. 

L. arc de grand cercle , pôle. 

PBOBLàXB. 

102. Trouver le centre d'un cercle ou d'un arc donné. 

Pour résoudre ce pioblcmc, on marquera sur la cir- 
conférence du cercle ou sur Tare donné, trois points A, 
hfCifig 72), et Ton élèvera ensuite, sur le milieu de cha- 
cune des cordes AB, BC, une ligne perpendiaulatre} le 
centre cherché sera situé au point d*interseciion de ces 
deux lignes. 

A:eALOGIE. — PROBLÈME. 

* iOô. Trouver les pôte$ d'un cercle OU d'un arc donné {fig. IZ). 
V. N. P. A. L. D. ligne, corde, le centre. 

L. arc de grand cercle , arc , les pôles. 

phoblèhe. 

iOU. Partager en deux parties égales un angle donne 
A (fig. 74). 

Du sommet A pris pour centre et avec un rayon quel- 
conque I je décris nn arc BG entre les deux côtés de i'an- 
gle A; des fioinis B et C et avec un même rayon plue 
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grand que la inoiiié de la corde BC, je décris deux arcs 
de cercles qui se coupent en je iracc la ligne AR, et je 
dis que celte ligne partage l'angle douué en deux parlie» 
égales } eu effet, celte ligne ëiani perpendiculaire sar le 
milieu de la corde BC, partage Tare BG en deux parties 
égales; par suUe, les angles BÂR, CAR sont égaax (63). 

AHALOGI£. — PROBLÈME* 

* 105. Partager en deux parUee égatee un angle sphérique 
donné A (fig. 7S). V. N. P. 

A. L. D. cenlre, corde, ligne. 

L. pôle, arc, arc de grand cercle. 

PftOBL&ME. 

106. En un point donné A d*une ligue AB (flg. 76), 
cmieiruire un angle égal à un angle dominé C. 

Du sommet C pris pour centre et avec un rayon quel- 
conque, je décris Tare £F entre les deux côtés de Tangle; 
du point donné A et avec le même rayon, je décris pa- 
reillement Tare indéfini GX ; enfin du point G et avec un 
intervalle égal à corde ËF, je décris im arc de cercle qui 
coupe GX en H; je trace la ligne AH, et je dis que Tangle 
A sera égal à Tangle C. II résulte en effet des constructions 
précédentes, que les arcs de même rayon EF, GH sont 
égaux ; par suite, les angles A et G sont aussi égaux (63). 
C. Q. I. D. 

ANALOGIE. — .PBOBLÈJIE. 

* 107. En un pointdanné A if un arc de grand eerde AB (Jig» 77}, 
coneirukreun angle sphérique égai à un atijfie tphérique donné C. 

V. N. P. A. L. D. centre, ligne. 

L. pûle, arc de grand cercle. 
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ÉNONCÉS DE QUESTIONS A RÉSOUDRE. 



I. Vérifier sur le terrain , la perpeadiculariié d'une 
ligne sur un(^ au ire. (') 

II. Mesui ei raiif^le de deux pièces de charpeiUe, lors- 
que par suiic d'obsiacleS) on ne peul appliquer la iausse 
équerrc que sur l'un des côtés. 

m. Vérifier sur le terraio, 8i deux droiics qu'on ne 
peut prolonger ci qui se lermiBeni au mémo point, sont 
le prolongeneni Tune de l'autre. 

IV. Le service d'un ëtabilssenieiit industriel exige que 
l'on construise un cbemin conduisant des bâtiments à un 
cours d'eau YOisîn, dont la direction est rectiligne; de 
quelle manière ce cbemin devra-t-U être trace, si Ton tient 
à ce qu'il soil le moins long possible? 

V. Elaiu cluiint's d-nix itoiiiis lL une droile, mener de 
chacun de ces poiuis a un nicme poinl de la droite donnée^ 
deux nouvelles droites également inclinées sur elle. 

VI. Quel est le plus court chemin d'un poinl à un autre 
en passant par ua point d'une ligne donnée. 

VII. Au jeu de billard, quelle route doit suivre la bille 
du joueur, pour aller toucher celle de Tadversaire, après 
avoir frappé l** une bande, 2* deux bandes, trois ban- 



(*) Dans les arts mécaniques , les angles se prennent au moyen d'un 
ÎDStrumcDt appelé fausse iquerre ou sautereilê; c^est une ci|»èoe de 
compas forme tle deux règles mobiles à frottement (îur autour d'une 
charnière commune. Un menuisier Teut-il jier ext^mple placer une 
tablelte sur deux taueaut, dnns Tangle de deux murs; il appliquera 
la filil»âe éqnerre le long des tasseaux en l'ouvrent pliM ou moins ; pnû, 
sans déranger rctartemenl des deux branches , il posera l'instrument 
sur le morceau de planche destiné à former la tablette, et y tracera 
Vansle qu'elle devra présenter. 
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des, 4« ks quatre bandes, sachant q«e Tangle sous lequel 
la bille frappe une baude, esl égal à celui sous lequel elle 
s'en échappe. 

YIII. Deux villages se réunissent pour faire en com- 
mun les frais d*un lavoir à établir sur les bords d'un cours 
d*eau voisin ; à quel endroit du cours d^eau faul-îl établir 
ce lavotr, pour qu'il soit à égale dbiance des deux vil- 
lages. 

IX. Déterminer pur le (âlonnemeni le diamètre d'une 
ouverture circulaire. 

X. Prolonger un arc de cercle en ligne droite^ comme 
par exemple s'il fallait prolonger en ligne droite une por- 
tion de chemin drcnlaire» ou tracer les pieds droite d'une 
voûte en plein cintre (demi-cercle). 

^utmêàmm île déomtoie ûmmm Vmapmmm* 

XI. Vérifier la perpendicularité d^une cloison sur un mur. 

Xn, Vérifier si deux murs qui se terminent à l'une des extré- 
mités d^une cloison, sont le prolongement Pun de l'autre. 

XIII, Décrire une circonférence doui Ir cciitit' serait inaccessible; 
comme par exeiiii le s'il fallait tracer les fondaUoiis d'une grille 
circulaire, desUnée à proléger uue statue qui en occuperait le 
centre. 

XÏV. D'un point pris sur un plan ou hors d*un plan, élever ou 
abaisser une perpendiculaire sur ce plan. 

XV. D'un point pris hors d'un plan, abaisser une perpendiculaire 
sur une droite située dans ce plan. 

XVI. Par un pomt donné » mener im plan perpendiculaire à une 
4foile 4ffMH ^ i 
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TniOltlE DES PAftALLÈLESi BBOITES BT PLANS PARAtLà<.S8, 
PLANS PARALLÈLES , HESURES DES ANGLES PLANS ET I»£S 
ANGLES DIÈDRES. 

THÉOnÈME. 

108. Deux droites CD, EF (fig. 78), perpetidiculaireê 
sur une même droite AB sont paralièlei» 

Si CD et EF prolongées suffisammeni pouvaient se 
rencontrer, du point de rencontre R on pourrait mener 
sur ÂB deux lignes perpendiculaires» ce qui est impos- 
sible. 

ANALOGIE I. — TRéORÊHE. 

409. Deux droites CD, EF (fig. 79)^ perpendiculaires sur un 
même plan AB sont parallèles. 

D'abord les droites CD, EF prolongées suffisamment ne pourront 
se rencontrer, sâDS quoi du point de rencontre R, ou pourrait abaisr- 
ser sur le plan AB deux perpendiculaires RP, RQ, ce qui est 
absuidt Jl reste donc ii faire voir que ces droites sont dans 
ua mînie plan. Or, si l'on conduit un plan suivant la droite CD et le 
point Q, où la seconde droite rencontre le plan AB, le pian ainsi 
lueiic sera i * i pendiculaire au plan AB (G4. cor. 2); et comme QE est 
une dioiU; menée perpendiculairement au plan AB par un point 
Q de l'intersection commune des deux plans, QE sera située toute 
entière dans le nouveau plan (61. cor. 4). C. Q. F. D. 

Scotie. Les intersections de deux plans parallèles par un troi- 
sième plan sont parallèles. En effet, si ces iiilcTseclions se rencon- 
liuiciit, les deux plans se rencontreraienl aussi, ce qui est contre 
l'hypothèse. 

ANALOGIE U. — THÉORÈME. 

110. Vn plan CD ^ tm« éroU$ EF (fig. 80}, perpendkulaireisw 
une même droite AB tant paraUèlet, 

V. N. 108. A. L. D. deux lignes. ' 

L. un plan et une ligne. 

1'* ScoUe^ Une dmte eu paraUèle à m pfon, lorsqt^ette eH 
paralièle à une figne sUuée dan» ce plan. Est effets la première 
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des droites données ne pouvant sortir du plan des deux paiidlèles, 
ne pourrait rencontrer l'autre plan qu'en un point de l'intersec- 
tion commune ; or , par hypothèse, elle est parallèle cette in- 
lersection, donc, etc. 

2° Srolic. Réciproquement j si une ligne est parallèle à un plan, 
et que suivant cette ligne on conduise un plan gui rcnanitrc le 
premier, ce plan coupera le plan donné suivant lair droite pa- 
rallèle à la droite donnée ; car, si cette intersection renconliait 
la droite donnée , celte droite donnée et le plan ne seraient pas 
parallèles , ce qui est contre Thypothèse. 

AMALOGIB III. — THÉORÂMB. 

111. lin plan et une droite perpendiculaires swr un même plan 
sont paraUèles, En effet, si le plan et la droite pouTaient se ren- 
ecmtrar, la dn^ so»it contenue toute enlièns dans le plan 
(01. cor. 4), ce qui est contre Phypothèse. 

ANALOGIE IV. — THÉOBÈME. 

lis. Ifenx plan$ CD, EF (fig. 81), perpentUmUmret sur une 
même étoile ÂB sont paraUèûs* 

V. N. 108. A. L. D. ligne. 

L. plan. 

ScoUe. Les plans des circonférences qui limitent une zone 
étant parallèles , (puisque pendant que l'arc CD {/ig. 47) entendre 
la zone eu tournant autour du diamètre AB, les perpendiculaires 
CP, DQ décrivent des cercles perpendiculaires h ce diamètre), 
il en résulte que la zône peut aussi être définit' : une portion de 
surface sphérique comprise entre deux plans parallcics. Si l'un 
de ces plans est tangent h la sphère , la zone se change en 
calotte sphérique, 

THÉORÈME. 

113. Si sur Vun dei eét^ ttun angle aigu on élève une 

perpcudlcidairei cette perpendiculaire ira rencontrer 
Vautre côte. (') 



(*) Il est permis de regarder cette f^position comme évideuie 
par elle-même. 
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Soit ZOY {fig, 82) un aogle aigu quelconque ; je dit 
loule perpendiculaire PV élevée en un point quelconque 1^ 
lie OY, ira rencontrer OZ. Au puiiit 0 j'élève surOY la 
perpendiculaire OX, ei je dis dabord que la portion infinie 
de pian comprise entre les côtes de Tanf^le aigu XOZ, 
sera plus grande qoe celle comprise entre les parallèles 
OXy PV terminées aux points 0 et P. Concevons, en effets 
que Ton construise autour du point 0 et à droite deOZ, 
une suite d'angles consécutifs tous égaux à XûZj m 
pourra évidemment eu construire un nombre tel que l'an- 
i,le XOU, résultant de la somme XOZ+ZOR+etc. de 
ces angles, sera égal à r&Rfile droit XOT, ou plus grand 
que cet angic A la suite du point portons maintenant 
sur OY autant de parties égales à OP qu'il y a d'angles 
partiels moins un dans XOU, et par chaque point de divi- 
sion élevons des perpendiculaires sut UYj ces perpendicu- 
laires seront parallèles, et formeront consécutivement des 
bandes qui seront égales comme on peui s'en assurer fiar 
la superposition^ mais évidemment la somme de ces ban- 
des n'embrassera pas la portion de pian comprise dans 
l'angle droit XOY, donc ia sur&ce iufioie coa^rise dans 
Tangle aigu XOZ sera plus grande que cette can^piîse 
entre les parallèles OX, PV, puisque la première surfSsce 
répétée vn certain nofiibre de fois, donne un résultat plus 
grand que la deuxième répétée le même nombre de fois. 

Je dis maintenant que PV ira rencontrer OZ; sans quoi 
la portion de plan comprise dans l'angle XOZ, serait con- 
tenue dans la bande XOPV , et serait par conséquent 
moindre que cette bande, ce qui est absurde. Donc, etc. 

THÉOaftlfB. 

Par un point donné on ne saurait mener deux 
droites parMèhê à une droiie donnée. 

Soient G et AB {fig^ 83) le point et la droite donnés; du 
point C j'abaisse sur AB la perpendiculaire GP» puis au 
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point C j'élève sur CP la perpendiculaire CD; et je dis que 
CD est la seule parallèle qu'on puisse mener par le point 
C à la droite AW. Fn effet, si parle point C on pouvnit 
mener une seconde parallèle à AB, celle parallèle ne 
pourrait avoir que Tune ou l'autre des positions CY, CZ ; 
dans le premier cas, elle ferait un angle aigu avec CP et 
irait rencontrer AB an-dessus du point P# dans le second 
cas son prolongement CS ferait un UûgH aign «ree €P, el 
irait rencontrer Â& aunlessMis d« pcûnl P. Donc» eie. 

l** Corollaire. Quand deux droites tont paralltlcs, 
toute ligne qui rencontre l une rencontre auMgi V autre . 

AB et DE étant des li*2;nes parallèles, CY qui rencontre 
DE ira rencontr er aussi AB, sans quoi d'un même point C 
on pourrait mener deux droites parallèles à la môme ligne 
AB| ce qui est absurde. 

a* CwaUtmte, Qumnd éeu» draim AB» DE MWtr pa- 
rallèles, toute Ugne CP perpendiculaire à Fune d^eiiee 
AB, eti ausii perpendiculaire à P autre DE. Car si CP 
n'était pas perpendiculaire à DE, on pourrait par le point 

d'inierseciio» C meirer CY perpendieulatrc à CP; mais 

alors CY serait parallèle à AB, et l'on ant ait d* ux I lignes 
parallèles à la môme lî^ne AB, menées par uu même point 
C, ce^ai est impossible. Doue, etc. 

115. Par un pMU éenné 0tt m êmarali mentr deux plans pa- 
rallèles à m plan donnés 9* un plan et une éroke extérieure à ce 
plan, parallèles à un plan donné, 

V Soient C et AB (jï^r. B4} le point et le plan donnés; du point C 
j'abaisse sur AB la perpendiculaire CP, puis au point G f âère le 
plan DE perpendiculaire sur GP ; et je dis que DE est le seul plan 
qu'on puisse mener par le point G parallèlement à AB. Si l'on 
poufait m mener un seeond GT, en conduisant un plan suivant 
GP, ce plan couperait le plan AB suivant une droite abj et les plans 
BE, CY auivaatdenx droites €d^ Ce qui seraient parallèles à ab 
(109. scol.), ce qui est absurde (lU). 9ono, etc. G. Q. F. D, 
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S<» Soient toujours G el AB (fig, 85) le point et le plan donnés ; 
du point G j'abaisse sur le plan la perpendiculaire GP, puis au 
point C j'élève le plan DE perpen<ficulaiie sur GP; et je dis que 
toute droite menée par le point G parallèlement au plan AB, sera 
située toute entière dans le plan DE. En effet, soit GI une paral- 
lèle au plan AB menée par le point G ; en conduisant un plan sui- 
fant les droites GP, GT, ce plan coupera les deux plans AB, DE 
suivant deux droites ob , Cd parallèles, de sorte que si GT était 
extérieure au plan DE, par un même point G on pourrait mener 
deux droites Cd» GT parallèles à une même droite a6 , ce qui est 
absurde. Donc, ete. 

Corollaire. Quand deux plans sont parallèles , tout plan 
ou toute droite qui rencontre l*un rencontre aussi L'autre {Jig, 84 
et 85). 

2* Corollaire, Quand deuic plans AB, DE (fîg. 84) sont pa- 
raUèles, toute ligne GP perpendiculaire à Pun deux ÂB, est aussi 
perpeM&euUiire à l'aïutre DE. Y. N. P. cor. 1 et 2. 

A. L. D. ligne, deux droiles. 

L. plan, soit deux plausjsoit un plan et une droite extérieure. 

* Z* Corollaire* Quand deux plans sont parallèles, tout plan 
perpemUeuUttre à fim est aussi perpewUcukûre à Vautre, Pour 
abréger, nonmions A et B les deux plans parallèles, et P le plan 
perpendiculaire h l'un d'eux A; si d*un point du plonP on abaisse 
une perpendiculaire sur A, cette perpôuliculaire sera contenue 
toute entière dans P (61 • cor. 4); mais la perpendiculaire sur le 
plan A est aussi perpendiculaire sur B , donc le plan P est égale- 
ment perpendicuïaîre au plan B. (61. cor. 2), G. Q. F. D. 

4* Corollaire. Quand deux droiles qui se coupent sont respec- 
tivement parallèles à deux autres droites qui se coupent, le plan 
ron finit suivant les deux premières droites^ esl parallèle au plan 
conduit suivant les deux autres. 

En effet, si par le point d'intersection des deux premières droites 
on mène un plan parallèle au plan des deux autres, ce plan con- 
tiendra les deux premières droites, et par conséquent cdaddera 
avec leur plan. Donc, ete. 
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ANALOGIE II. — THâORàMK. 

il6. Par un point donné on ne saurait mener 1* deux plane 
paraUèUs à une droUe donnée; 2* un plan et une énÂU exUriewe 
à eeplanf paraUètes à une droite donnée (fig. 84). 

1* V. N. P. fCas. Â. L.D. le point et le plan donnés, 

L. le point et la droite donnés, 
AX.D.Si]ivanlCP, ce plan couperaille plan ÂBsuiv*- une droiteafr, et. 
L. Suivant GP et a&, ce plan couperait. 

2® Soient toujours Cet ab [Jhj. 8o) le point et la droite dunnés ; 
du point G j'abaisse sur ab la perpendiculaire CP, puis au point 
C j'élcYC le plan DE iiorpendicuîairc sur Cl*, et je dis que toute 
droite menée par le ])oint C parallèlement à ab, sera située tout 
entière dans le plan DE. En ellct, soit CY une parallèle à ab menée 
par le point C ; en conduisant un plan suivant les droites a b, C\\ 
ce plan couperait le plan DE suivant une droite Cd parallèle à ab, 
de sorte que si CY ne coïncidait pas avecCrf, par un lu^^me point 
C on pourrait mener deux parallèles Crf, CY à une môme droite 
ab, ce qui est absurde. Donc, etc. 

1*' Corollaire. Quand deux droites sunt parallèles^ toM plan 
ifui rencontre l'une rencontre aussi l'atUre (fig. 84). 

V. N. cor. i . 

À. L. D. AB, DE, deux droites. 

L. ab^ de, un plan et une droite extérieure. 

CtfroUotre. Quand deux droites AB, DE sont paraUètes 
(fig. 86} , tout plan cp perpendicutaire à ^une ttelles AB, eet aussi 
perpendkuUdre à l'autre DE. 

y. N. ii4. eor. 2. A. L. D. CP. 

L* 'cp* - 

THÉORÈME. 

117. Doua droiiei parallèles à une troisième sont 
parallèles entre elles* 

Je suppose que les lignes CD, EF {fig. 87) soient toutes 

deux parallèles à la même ligne AB, je dis que CD ei EF 
sont aussi parallèles. Par un poiiu quclœiique P de AB 
je mène sur cette ligue la perpendiculaire PS , laquelle 

10 



* 
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renconire les deax antres lignes ans points R et S ; PS 
étant par hypothèse perpendiculaire sur AB» est anssi per- 
pendicalaire aux lignes €D, £F (114. cor. 2), lesqaelles 
sont par conséquent parallèles (106). 

ANALOGIE I. — TBÉOftèltE. 

lis* l^eux droites paroUèles à vne trom^M $&nt parallèles 
enire eiles^ quelque les irms droites ne soient pas dans le même 
plan (fîg. 88). 

V. N. P. A. L. D. la perpendiculaire. 

L. le plan perpendiculaire. 

ANALOOIB II. ~ THÉOBlUIE. 

119. Peu» ptans parallèlesàun troisième sont paratlètes entre 
eux (fig. 89). 

V. N. 117. A. L. B. Ugne. 

L. plan. 

Deux an f]Icê sont dits alternes mtemes^ lorsque étant 
formes par deux parallèles et une sécante, ils sont situés 
entre les deusj parallèles^ l^un d'un côté de lu eeeantef 
r autre de Vautre eété^ eane tautefoie être aedaeente. 

Dans hs mêmes eirecnetaneee deux anglee eoni dite 
alternes externes, lorsque élan t situés tous deux en^dehore 
des parallèiee, Ue sont placés, par rapport à-la sécante, 
comme les angles alternes internes. 

Enfin j deux angles sont dits correspondants ou inier^ 
nés externes , lorsqu'ils sont si tu es lun entre les parai- 
lèles, Vautre en dehors, mais d'un même côté de la 
sécantOy sans toutefois être adjacents, 

ANALOGIES. 

121. V. N. P. A. L. D. angle, parallèles, sécante. 

L. dièdre, plans parallèles, plan sécant. 

THÉORÈME. 

123. Deux anglee sont é^aux é'iU eeeti au altermt 
Uitemeêf ou aUemoa exêemee, ou emreepondethtê» 
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l'' Soient AB| CD ifig. 90) les deux paraUèl€s, et £F 
la sécanie qui reacontre les deux pmlièlM iiox poiau A 
«I S } Je par exemple qie les angles alternes loternes 
ARF, DSE sont ëganx. 

De'monslraiioii. Du poiiil M iiiiliiu de liS j'abaisse 
iMP perpendiculaire sur CD, et je prolonge MT jusqu a 
sarenconirc en Q avec la ligne AB; comme AfP est per- 
pendiculaire sur CD» MQ est aussi perpendicuiaire sur 
AB (115. cor. 3), par conséquent prenant QT = QA et 
tirant l'oblique MT, on aura 

MTQ = ARF et QMT = QMR (58. scol.). 

Je loitts malmenant le point T an point S, et du point 
M j'abaisse MU perpendiculaire sur ST. Les obliques 
MT, MS étant ^es, les angles MTU, MSUsont égaux, 
ainsi que les angles UMT, UMS ; et comme les angles 
QMT, SMPsunt égaux, puisque luus deux &uui égaux à 
Tangle QMK, on en conclut que 

QMÏ + UMT = SMP + UMS, 

ou en d*autres termes que MU est perpendiculaire sur PQ ; 
les lignes PQ, ST sont donc parallèles» et cooime alors , 

les angles QIU, PSU sont droiis, 

MTU + MTQ = MSU + DSE. 

Supprimant aux deux membres de cette égalité les termes 
égaux MTU » MSU, Il reste MTQ = DSE; mais ARP 
= MTQ, donc aussi ARF DSE. C. Q. F. D. 

^•Démonstration. Je fais tourner autour du point M 
la figure MCD, jusqu'à ce que MS prenne la dire» (iuii MR. 
Comme MS = MR, le point S tombera en R ; eu même 
temps MP prendra la dîreciion MQ puisque les angles en 
M sont égaux» et SP prendra la direction RQ, sans quoi 
du même point R on pourrait abaisser deux perpendicu- 
laires sur MQ \ la figure MCD coïncidant avec la figure 
MAB, les angles ARF, DSE sont égaux. 
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2® Considérons les angieê aliemei externes BRE, CSF. 
Pour prouver que ces angles sont égaux, il suffii de faire 
remarquer qu'ils sont respectivement ëganx aux angles 
alternes internes ARF, DSE, dont nous venons de prouver 
l'égaillé. C. Q. F. D. 

3** Considérons les angles correspoiidanis DSE, BRE. 
Pour prouver que ces angles sont égaux, il sufTit de faire 
remarqnf^r qu'ils sonl respeclivement égaux à Tangle ARF. 
C. Q. l. D. 

Corollaire, Les angles alternes internes ARF, DS£ 
étant égaux, la somme 

DSE+BRF = ARF + BRF, 
et comme celte dernière somme est égale à deux angles 

droits, il en est de même de la première. Donc, lorsque 
deux poraUèîea sont coupées par une troisième droite^ 
la somme des angles intérieurs d'un même côté est 
égale à deux angles droits. 

ANALOGIE. THÉORÈME. 

123. Deux dièdres sont égaux s^tls ^ont ou atiemes internes, 
ûtt alternes externes, ou correspondants. 

On remaïquera d'alKird que le plan sécant rencontre les plans* 
paraOèles suivant deux droites paraUèles, que pour abréger je nom* 
merai L et U, (et qu*il âuit se figurer perpendiculaires au plan de 
la Og. 90 aux points R et S). Si par le point quelconque R de 
l^ine L de ces parallèles, on mène un plan p perpendiculaire sur 
cette droite, ce plan coupera les plans parallèles suivant deux 
autres droites parallèles AB, CD, et le plan sécant suivant une 
certaine droite EF ; et conune le plan p est paiement perpendi- 
colaiTe sur L' (ii6. cor. 2), les angles formés par les parîdlèles 
AB, GB, et la sécante EF, sont les modules respectifs des dièdres 
compris entre les plans donnés; donc, les dièdres alternes in- 
tmes, etc. , sont égaux, puisque les modules de ces dièdres sont 
eux-mêmes égaux. (122). G. Q. F. B. 

Corolitdre, Quand deux plans parattèies sont coupés par un 
tridsième plan^ ta somme des dièdres intérieurs d'un même côté est 
égaie A deux dièdres drt^, " 
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THÉORÈME. 

Réciproquement , deux droites sont parallèles 
quand elles font avec une sécante des angles égaux, 
et que cet angles ont ou la position des angles alternes 
internes, ou celle des angles altemei extemeê^ ou celle 
des angles earrespondants. 

Soient AB, CD (fig. 91) les deux droites, et £F la sécante 

qni rencontre les droites données en R et S ; je suppose par 
exemple que les angles ARF, DSE soient ci^aiix , cl je dis 
que CD sera parallèle à AB. Si CD n'était p :l^ i» irallèle à 
AB, par le point Son pourrait mener la droite SII paral- 
lèle à AB, Cl l'on aurait ARF = USE ^ DSE, ce qui est 
absurde i donc la droite CD est parallèle à AB. 

La démonstration serait analogue si les angles qn*on 
suppose égaux avaient, ou la position des angles alternes 
externes, ou celle des angles correspondants. G. Q. F. D. 

1" Corollaire. Deux droites sont parallèles quand 
elles font arec une sécante, deux angles intérieurs d'un 
même côté dont la somme est égale à deux angles 
droits. 

Soit (/?^. 90) DSE + BRFs= 2». Corame les deux angles 
ARF, BRF sont adjacents, Ton a aussi ARF -f BRF=:2^ ; 
comparant cette égalité avec la précédente il vient 

DSE + BRF = ARF + BKF ; 

supprimant BRF terme commun aux deux membres de 
cette égalité, il reste DS£ = ARF, et comme ces deux 
angles ont la position des angles alternes internes, les 
deux droites AB, CD sont parallèles. 

2* Corollaire. Quand deux droites 7ion parallèles 
sont coupées par une troisième droite, la somme des 
angles intérieurs d'uîi même côté n est pas égale à deux 
angles droits. Cni- «^î cette souime éiaii égale à deux an- 
gles droits, les droites ainsi coupées seraient parallèles. 
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ARALOGIB. — ' TBJÉORÈVB. 

Réetproquemeni^ deux pUm 9ont paralUUs quand ilt 
font, avec un plan sécant qv^ils renconireni suivant deux paral- 
lèles, des dièdres égaux, et que ces dièdres ont ou la posiHan des 
dièdres alternes internes, eu celte des dièdres attemes externes, ou 

celle des dièdres correspondants (fig. 92). 

i'^'^ Corollaire, Deux plans sont parallèles quand ils font^ avec 
un plan sécant qxCils rencontrent smvant des droites pamUrles , 
deux dièdres intérieurs d'un môme côté dont la somme est égale à 
deux dièdres droits, 

2* CeroUaire* Quand deux plans nen pataUèies, sent wmpés 

par un troisième plan qm les rencontre suivant deux lignes pa^ 
rallèles, la somme des dièdres intérieurs d^un même côté n'est pas 
égale à deux dièdres droits, 

V. N* P. A. D. droite, sécante^ R, S, angle, point. 

L. plan, plan sécant, Rr, Ss, dièdre, droite. 

136. Ihu» anghe eoni égauss quand Us cni teure 
«tâi^ poraUèhê chacun à chacun^ et dMgét dans h 
mém9 emte cm en eene eontreâre; ils sani euppiémen^ 

iaires lorsque ayatU les côtes parallèles ^ /* un de ces côtés 
n'est pas dirige dans le sens de ceWi qui lui est pa- 
rallèle, 

Coonme les aogles droits sont éganx quelle que soit leur 
position relative, nous supposerons que les angles dont il 
s'agit ne sont pas droits. 

1° Soient BAC, EDF (fig, 93) deux angles ayant leurs 
côtés AB, DE, parallèles, ainsi que AC, DF, et de pïus 
dirigés dans le même sens ; soit aussi R le point de ren- 
contre des lignes AC, D£. Les angles BAC, £RC sont 
ëgauz comme étant correspondants; par la même raison 
EDF=::£RC, donc aussi BAC =£DF. 

2* Je suppose qu'il soit question des angles BAC, GDH, 
qui ont les côtés parallèles mais diriges eu sens inverse } 
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prolongeant GD et HD , je forme Tangle £i>F =si BAC , car 
ces angles rentueoc ûims le eas qui vient d*éire examiné ; 
mais GDHs=s£OF, donc aussi BAC=GDH. 

3* Je considère les angles BAC, EDG, qui ont leurs côtés 
parallèles ei qui sont t(^ls que les cuiés 1)G, AC, sont diri- 
gés en sens conirairc. Pour démontrer que ces angles sont 
supplémentaires, ii suffît de faire remarquer que BAC est 
égal à£DF| et que ce dernier angle est le enf^pléaient de 
EDG. 

Corollaire. Deux angles ëont égaux ou supplément 
t aires y quand ils ont leurs côlés perpendiâulatres chacun 
à cliacuii. Si l'on fait tourner Tnn des angles autour de son 
sommet, jusqu'à faire décrire un angle droit à Tun de ses 
côtés, à cet instant Tautre c6lé aura aussi décrit un angle 
droit; diaque c^té, dans sa nouToUe position^ sera donc 
pmpendicnidre à sa direction primitive, et par eensëqoeni 
parallèle au côc^ de fautre angle sur lequel il ëcatt d'abord 
perpendiculaire. Les deux: angles ayant maintenant leurs 
côtés parallèles chacun à cliacun , sont égaux ou supplé- 
mentaires. C. Q. F . D. 

AHAIiOGIE I. — THÉORÈME. 

i27. heux dièdres sont égaux quand ils ont leurs faeei paral- 
lèles chacune à chacune, et é&rigées dans le même sens ou en sens 
contraire; ils sont supplémentaires lorsque ayant les faceé pùral~ 
tètes, Cune de ces faces n*est pas dirigée dans le sens de celle qui 
bà cet parallèle (fig. dl). 

V. P. P. A. L. D. angle, BAC, EDF, côté, R, point, 

L. dièdre, BAaC^ ED(iF, face, Rr, ligne^ 
A. L. D. ligne, GDH, EDG. 

L. plan, GDdli, EÛrfG. 

l^'' Scolie. Les ai ries Aa, Dd, étant toutes deux parallèles h la 
même ligne Wr^ soul parallèles outre elles; donc, lorsque deux 
dièdres ont leurs faces parallèles chacune à chacune^ les arêtes de 
ces (Uèdres sont elUs-mêtnes parallèles. 
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* 2* Scolie. Lorsque les deux cOiés A'B', AfQ (fig. Uô hib) d'un 
iimjleplan B'A'C, sont respectivcmcvt perpendiculaires sur les 
dcu v faces Ali, A'C' d'un dièdre \\\.aC, cet angle plan et le mo- 
dule du dièdre sont égaux ou supplémentaires. Si Von conduit un 
plan suivant les droites A'B', A'C, ce plan sera perpendiculaire 
sur les faces AB, AC (04. cor. 2), et par suite sur Par^^e Aa 
(CA. cor. 5). hûil rt' le point ou ce plan coupe Tarèle Aa. Tirant les 
lignes a'B', a'C, ces lignes seront les inlersn lions du plan del'aii- 
L'ie B'A'C avec tes faces du dièdre, ft rfumue elles seront perpen- 
diculaires sur Arr, leur angle sera le module du dii die liAaC. Mais 
les lignes A'B', A'C étant perpendiculaires aux plans AB, AC, 
sont aussi perpendiculaires aux droites a'B', a'C, dune en >ertu 
du corollaire du n"* précédent, les angles B'A'C et B'a'C , soat 
égaux ou supplémentaires. G. Q. F. D. 

« 

AHALOGIB II. — THéORÊME. 

^28. Deux angles non situés dans le même plan sont égaujc^ 
quand ils ont leurs côtés parallèles chacun à chacun, et dirigés 
dans le même sens ou en sens contraire; ils sont supplémentaires 
lorsque ayant les côtés parallèles, l'un de ces côtés n'est pas dirigé 
dans U sens de celui qui lui est parallèle. 

Je suppose (Jig. 95} AB parallèle à DE, et AG parallèle h DF. 
Gomme les plans des angles BAG, KDF sont parallèles (115. cor.. 4) , 
si par le point A je mène la droite Aa perpendiculaire au plan 
BAG, et par le point D la droite Dd perpendiculaire au plan EDF, 
ces perpendiculaires seront aussi parallèles comme perpendicu- 
laires sur un raème plan EDF (115. cor. 2} , et déterminefont aTec 
les droites données AB, AG, et avec les droites DE, DF, des dièdres 
dont les modules respectifs seront les angles donnés. Or, ces 
dièdres ont leurs faces respeclÎTement parallèles, puisque ces fkces 
contiennent des droites qui se coupent, et qui sont respectivement 
parallèles; donc tout ce que nous avons démontré dans la proposi- 
tion précédente relativement k ces dièdres, convient aussi k leurs 
modules. G. Q. F. D. 

TBÉOBÈME. 

129. Deux paraUéleê intereepteni sur la eireouférenec 
des ares égaux. 
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Trois cas pourront se présenter : oo les denx parallèles 

i>ei oiu sécantes, ou l'une sera sécante ei Tauire laugenle, 
ou elles scioul toutes deux tangentes. 

r Soient AB, CD {fig. 96) les deux parallèles ; du centre 
0 j*ai>ai$se sur l'one d'elles AB la perpendiculaire OP^ et 
je la prolonge jusqa*à sa rencontreenSetR avec la sécante 
CD et la circonférence. Comme OR est perpeodîcnlaire sur 
AB , OR est aussi perpendiculaire sor CD , donc les arcs 
ARR, CRD sont partagés au point R chacun en deux pariiez» 
égales^ et Ton a 

arcAR=arcBR, arcCR^arcDR. 
Betranchani ces deux égaillés membre à membre » il Yieni 

arc AR — arc CR = arc BR — arc DU j 

mais arc AR — arc CR = arc AC , 

et arc BR — arc DR= arc BD , 

donc arc AC arc BD. C. Q. f . U. 

2* Je suppose {fig. 97) AB sécante et CD tangente. 
En joignant le point de contact R avec le centre O, OU 

boi a perpendiculaire sur CD (95), et comme AB est pa- 
rallèle à CD, OR sera aussi perpendiculaire sur AB; par 
suite, l'arc AilB sera partagé au point R en deux paiiies 
égales, et Ton aura arc AR = arc BK. C. Q. ï\ D. 

V Je suppose que les parallèles AB, CD 98) soient 
tangentes aux potnu S et R ; menant la ligue MN parallèle 
à Tune CD de ces tangentes, MN sera aussi parallèle à 
l'autre AB (117), et Ton aura en vertu du cas précédent 

arc MR = arc iS R , arc MS = arc NS . 

Ajoutant ces deux égalités morabre à membre, etobser* 
van| que arc MR+ MS == arc RMS^ 
etque accNR+ai*c N$=s arc RNS, 
il vient arc RMS s= arc RNS. 

Scolic. La lipfnc RSpariageani la circonférence en deux 
parties égales es»t un diamètre ^ par comequeni^ dans k 
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ctrûhi h Ugne quijoini i^pûinU 4e eonk^ci àê deux 
tangen(ç$ paraUèhn e9$ un diamèifê. 

ANALOGIE. — THÉORÈME. 

f* iSO. HmueploM paraUàUt iperctpiftU sur êa drcên/érenee 

des arcs égaux. 

En eïïel, les inlersecUons des àenj. plans parallèles par le plan 
de la circonférence, étant deux lignes paralièje» {lOd. sçol.)» on 
retombe ilms le théorème précédent. 

Corollaire, Les arc$ d^un même cercle^ compris enÊre de^tx 
plans paralièles ijui rencoiUrent une sphère^ sont égaux, 

THÉORÈME. 

131. Deux aatjles ayant leur f^ommet au centre de 
deux eircoftff/rcnrcs erja/cs ou de la mcme circouference, 
sont entre eux comme les ares qu'ils interceptent entre 
leurs côtes. 

Soient BAC, B' A'C (fig, ^) ces deux angles, et 6aG, 
B'a'C les arcs qai répondent ù ces angles; je dis qu'on 
aurii BAC : B'A'C :: B^riC : W^'C, 

Je suppose d abui l que les deux arcs BaC, B'a'C, 
aient une commune mesure, jo porie celle commune me- 
sure sur ces arcs , et je suppose qu'cllo soit contenue cinq 
fois dans l'un et trois fois dans l'autre} j'aurai ainsi la 
proportion (21) 

Conduisant mainlenant des lignes, par les points de divi- 
sion des deux arcs et les centres A et A', je décompose les 
deux angles en 5 et 3 parties égales, ce qui donne la non* 
velle proportion BAC : B' A'C : : 5 : 3 } 
cpmparant cette proportion avec la précédente» U vient 

BAC : B'A'c :: BaC : b'«'c\ 

* Si les deux ares BaC, B'a'C étaient incommento- 

rables, on leur supposerait une commune mesure infini- 
ment peuie, ce qui est permis (21. Scol.), et lu démons- 
tration serait la même. C. Q. F. D. 
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pfià mm êèi ^téêà pàUnU MUtefbù qtiùH pfehtié pouir 
utêUé FàVl^le qui, pl&èé aU eëHire ttufie êiteimfétme» 

de rnêrtie rayon , intercepte entre ses côtés Vunité d'arc. 

Si i ou suppose que l'angle B'A'C de la propoi [ion pré- 
cédeble, n i)onde à l'arc pris pour UDùé, celle propohion 
se simpHfiera el deviendra 

BiC{B'A'0'îîBûC:i. 

Si Tou choisit en même lemps B'A'C pour ôlre l'unilé 
d'angle ) la proporiion précédente se sinipiifiera encore 
et deviendra BAC : 1 :: BoCii, d'où BAC = BaC 
C. Q. F. D. 

Si y par exemple , Tare qui rëpood à Taugie BAC eonlient 
25 UDitës I le nombre abstrait 25 sera la mesure de cet arO| 
et aussi fa mesure de l'augle BAC, de sorte que Tangle BAC 
vaudra 25 angles égaux à celui qui comprend cuire ses 
côtés Funité d'arc. 

i'® SeoUei Pour comparer des arcs de œreies décrits 
avec des rayons égaîiXi on prend ordinairement ponr aniië 
la 360"^ partie d'une eircOdférencè de même rayon ; cet 
arc y qii*ott nomme degrés se partage èn 60 parties égales 
appelées «»Hti<i/^#/ chaque minute se partage en 60 9e* 
É;L'/»<:/f'.v e[ ainsi de suiic i de soi ie que les arcs de cercle 
s'évalueiu eu degrés, minutes, secondes, eic. LUuiié 
d'arc étant le degré, l'uriiLe d'anjjle, lelaliveraeutà chaque 
circonférence, sera Taugie au centre qui répondra à un 
ared*ttn degré; et comme cet angle qui serid^unité est le 
même relativement à cbaqbe circonférence , ainsi qti*on 
peut s*en assurer en rendant les circonférences concen- 
triques, il 8*en suit qu*on irâwera ioufoun le même nom- 
bre pour la fnesure d'un atifjle , quelle que soit la cir- 
conférence au centre de laquelle oti le suppose placé. 

2* Scolie. Un angle droit intcrccplant le quart de la 
circonCérènCe, ou iin ai^c dé 90 degrés> à pottf mesure le 
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nombre abstrait 9Û } or, comme la mesure d'un angle droit 
a ëlé représentée par i ^ on peut poser ^ = 90. Pour abré« 
ger le langage, on désigne ordinairement la valeur namé- 
rique d*un angle par le nombre des degrés de Tare qni lui 
sert de mesure ; ainsi , par exemple , on dit que Taugle 
droit est de 90 degrés , pour dire q«*t#fi tel angle e9i égal ' 
à 90 angles égaux à celui qui ^ ayant aun ëomnict au 
centre d une circonférence quelconque , intercepte entre 
$€8 côtés un arc d*nn degré. 

* ScoUe. Le théorème précédent faisant dépendre 
la mesure des angles de celle des arcs, nous ferons remar 
quer que nous pouvons, dès à présent, obtenir rigoureuse- 
ment ou par approximation , le rapport de deux arcs de 
même rayon. En effet, quand les arcs sont commensurables, 
il faut, pour obtenir leur rapport, savoir décomposer un 
arc en parties égales à un autre (25. scol. 5) ; or, on fera 
cette décomposition en porianlsur le plus grand arc, au- 
tant de fois que possible , une ouverture de compas égale à 
la corde du plus petit (76). S'il s*agii de deux arcs incom* 
mensurables, et qu*on veuille obtenir leur rapport, par 
exemple, à moins de d'unité, on partagera d*abord en 
deux parties égales, l'arc choisi pour terme de comparaison, 
puis on partagera de nouveau chaque division en deux 
parties égales , et l'on coniinucia ccue suite de Lisseciions 
jusqu'à ce que le nombre des divisions de l'arc soit égal à 
100 ou plus grand que 100 ; de la sorte, on obtiendra le 
rapport cherché suivant l'approximation demandée, et 
plus généralement suivant une approximation plus grande. 

IC Seolie. Nous avons dit plus haut que ppur comparer 
des arcs de cercles décrits avec des rayons égaux , on pre- 
nait ordinairement le degré pour unité; dans le système 
décimal, Tunité des arcs de même rayon étant le gradttf ou 
la 400* partie de la circoniéreuLO , il en résulte que dans 
ce système on devra prendre pour uniié d'angle, l'angle 
qui, placé uu centre d'une circonférence quelconque, en 
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intercepte la 600* partie. Mais lorsqu'on compare des arcs 
de cercle appartenant à des circonférences inégales « on 
rapporte ces arcs, non plus au degré on au grade de 

l'une d'elles , mais à l'unité linéaire ordinaire ; et pour 
concevoir comment on peut mesurer une ligne courbe en 
prenant une ligne droite pour terme de comparaison, il 
faut supposer la ligne courbe recUâée, en l'assimilant à un 
fil flexible qu*on tendrait par ses deux extrémités. 

ANALOGIE. — THÉORÈME. 

132, hwK dièdres quelconques sent entre eux comme leurs 
modules (fig. 100). 

1** Corotlaibre, Un dièdre a pour mesure son module, pourvu 
gu^on prenne pour unité le dièdre dont te module est Punité des 
angles plans. T. P. P. + cor. 

A. L. D. A, A', angle, arc, ligne, point, centre, cûté. 
L. Aû, A'fr, dièdre, module, plan, ligne, arèle, face. 

* 2^ Corollaire. Un angle sphériqiie a pour mesure tout orc dé- 
crit entre ses côtés, de son sommet pris pour pôle. 

Soit BAC ifig. 50) Tangle proposé, et BC Tare décrit entre les 
côtés de cet angle, du sonunet A pris pour pôle. Le plan de Parc 
BG étant perpendiculaire au point P sur le diamètie Au (83. 
scol. i), Pangle BPG est le module de l'angle sphéiique BAC; et 
comme Tangle BPG a pour mesure Parc BG, Tangle spbériipie BAG 
^ la même mesure. 

* i'* Seotîe. Les arcs décrits du sommet d'un angle sphéri- 
que entre les càtés de cet angle, sont tous tPun même nombre de 
degrésy puisque ces aies servent de mesure au même angle sphé- 
rique. 

*2* Scolie. V angle sphérique BXC, a aussi pour mesure L'angle 
DAË formé par les lignes AD, AE, menées par le point A tan- 
geniîcllement aux arcs AB, AC. Cela résulte de ce que ces tan- 
gentes étant perpendicidaires à l'arête Aa de Pangle sphérique 
proposé , Pangle DAE est le module de cette angle sphérique. 

5* ScoUe. Vu dièdre droit ayant pour module un angle droit, 
sa mesure est celle d*un angle droîl. 
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* 133. Deux arcs semblables sont entre eùx comme k s 
eirconférences, dont iU font partie» (On appelle arcs 
semblables les arcs qaî^ sur des circonféreoces inégales, 
répondent à des angles au centre égaux). 

Soient BAÎ)^ B'A'D' {fig. 101) deux angles égaux 

placés au ceiiiro de deux cii cauiéi euce:s luc^jalts C, C j 
je dis qu'où aura 

Gonrparant^ dans )e*rs eireovrfêlftfftcè» reàipcféiiies^ tes 
angles BAD, B'A'D', aux angles droits BilE, B'A'E', 6Û 
mm suéééMhreMeM 

BAD : BAË: : BD : bè, b a I)' : b a £ : : B'iï' î fit', 

ou pius simplement 

BAl)it::BD:iG, b'a'D' u::B'D' :tc'; 

ces deux piopoiiious ayant un rapport eomtnuDj puis- 
que par liypoilïèse BAD = B'A'D', les quatre autres 
letoies donnent 

bd:b'd';:4C: iC; 

mnhîpliatli ^Ht h ies deux termes dtf dei'liié^ rat)t)o^t, il 
vient 

éD:B'D'::c:C'. c. q. f. t). 

Corollaire, Veux angles c'gaux places au centre de 
deux oireonférenees inégales ^interceptent des arcs d'un 
même nombre de degrés i cari si par exemple B'D' 
C', ii faudra, pour que la proportion précédente 
puisse avoir lieu qne BD G. 

TUÉORÈME. 

* 136. JUetproquementi deum itres sont semhlahks 
quand Us smi entré eusf cMme lès eiféiffiférertèeé dent 
ils font partie. 

Soient loiyours C et C les longueurs des deux, cir^on-* 
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lérences, Je suppose {fig. 101) qu'on ait la proportion 

bd:b'D':;c:c',' 

et je dis que les angles au centre BAD, B'A'D% seront 
é^aux. Si Tangle BAD q'ëiait pas égal à Vangle B'A'D', 
il serait plus graqd on moimlre ; supposons le plus grand, 
et prenant BAF — B'A'D', nous aurons, ypriu dp nu- 
méro pfécj^denl, 

bf:b'D'::c:c'î 

cette proportion et la précédente ayant ipn rapport com- 
mun C : C , les quatre autres termes donnent 

KD : B'D':; bf: b'D'. 

Les conséqni Dis de celle proportion étant égaux, les 
antccçdenls BD, BF doivent aussi être égaux, ce qui est 
absurde; donc, BAD n*est pas plus grand que B'A'D\ 
On prouverait de la même manière qu'il n'est pas moindre, 
par conséquent BAD = B' A'D' . C. Q. F. D. 

Corollaire. Deux angles sont égaux quand lia sont 
(Vun même 7iotnhre de degrés. En effet, deux arcs d'un 
même nombre de degrés sont entre eux comme les circon- 
férences dont ils font partie i par suite, les angles au centre 
qui répondent à ces arcs sont égaux. 

SeolU. Ce dernier corrollaire confirme la i'* scoUe du 

loi. 

THÉORÈME, 

1^5. Vanêk iMùHi 0 pour mmtut h mùUU d$ i'ap^ 

(Un angle inscrit est celui qui a son sommet sur la cir^- 
eonférencet et dont les côtés rencontrent cette circon- 
férence.) 

Trois cas' pourront se présenter : dans le premier cas 
Fon des côtés de l'angle passera par le centre du cercle, 
dans le deuxième cas Tangle comprendra le centre, dans 

le troisième cas il ne le comprendra pas. 
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lisait ASB (fig. 102) Tangle inscrii dont on vont trouver 
la mesure. Par le centre 0 je mène EF parallèle à AS, et 

l'angle inscrit xVSB soi a égal à laiigle au centre BOE, car 
ces angles sont correspondanls ; or, Tangle au centre BOE 
a pour mesure l'arc BE (131. cor.), donc aussi ASB a pour 
mesure l'arc BEj mais arc BE = arc SE (60), et arc AE 
= arc SF (129), donc arc BE = arc AE, donc l'angle ASB 
a pour mesure la moitié de Tare AB. C< Q. E. D. 

2« Soit ASC Tangle dont il s'agit. Par le sommet S je 

lire le diamètre SB, lequel décompose l'angle ASC en deux 
angles ASB , BSC , ayant respcciivemenl pour tuesure 
i AB et a BC ; donc l'angle ASC a pour mesure 

i AB +i BC=: i (AB + BC)t=: | AC. C. Q. F. D. 

8® Considérons enfin Tangle ASD. Par le point S je tire 

le diamètre SB, et j'observe (iiie ASD=LSD — BSA; mais 
en vertu du premier cas, BSD et BSA ont respectivement 
pour mesure i BD et ^ AB, par couséqueol l'angle ASD a 
pour mesure 

^BD-iAB»KBD-AB)^iAD. C. Q. F. D. 

1*' Corollaire. Tout angle inscrit dans une demi" 
circonférence est un angle droit ^ car il a pour mesure 
la moitié d'une demi-circonférence» ou un arc de 90 degrés. 

2** Corollaire* Tout angle inêcrii dans un segment 
plus grand qtCune demi - eirconférenee est un angle 
aigui tout angle mserit dans un segment plus petit 
qu^unedemi'eiremférence est un angle ohtus. En effet, 
dans le f cas, l'angle ayant pour mesure un arc moindre 
qu'une demi-circonférence est moindre qu'un angle di oii ; 
dans le second cas, au contraire, il est plus grand qu'un 
droit, puie^iiu il a pour mesure un arc plus grand 
qu une demi-circoniereuce. 

3* Corollaire, Tous les angles inscrits dans le même 
segment sont égaux \ car ces angles interceptant le même 
arc, ont tous même mesure. 
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THÉORÈMB. 

136. Tout angle ACD (6g. 103) formé par uns tangente 
et une corde, a peur meeure la moitié de rare qu'il 

comprend entre ses côtés. 

Si par le poini de conlact C je lire le diamèlre CE, je 
décomposerai l'ani^le ACD en uo angle droit AC£ (96) et 
m angle inscrit DC£. Mais tout angle droit a pour mesure 
le quart d'une circonférence pu la moitié d'une demî-cir- 
conférence, donc Tangle ACE a pour mesure la moitié 
de la demi-circonférence CFE $ et comme Tangle inscrit 
DC£ a pour mesure la moiiié de Tare D£| l'angle ACD a 
pour uiuâuic 

iCFE + iED=:i CFED. 

On prouverait d'une manière analogue que Tangle BCD a 
pour mesure la moitié de l'arc CD. C. Q. F. D. 

THÉORÈME. 

137. Tout angle qui a ion sommet dans le eerele^ a 
pour mesure la demi-^somme des ares compris entre ses 
eâteSf et le prolongement de ces mêmes eétés. 

Considérons l'angle BAC {fig, lOft) ; prolongeons jus- 
qu'aux puiiiis D et E les côlés AB, AC de cet angle j par 
le point D menuiis DF parallèle a AC, et nous aurons 
BAC = BDF ; mais l'angle inscrit BDE a pour mesure 
i Bf , donc aussi BAC a pour mesure ^ BF (129); et comme 

BF^BC+CFs:BG+D£, carCF=:rD£, 

il s'ensuit que BAC a pour mesure J (BC + Ï^E)- 
C. Q. F. D. 

TBÉORÉUfi. 

138. Tout angle qui a son sommet hors du eerele^ et 
dont les eétés reneontrent la eireonférenee de ee cercle^ 
a pour mesure la demi-difforence des ares quHl 

coinprend entre ses côtés, 

Soil A (Jig, 105) l'angle dont il s agit; je disque cet 



Digitized by Google 



90 

stn^le aura pour mesure i (BC — DE). Par le poinl D je 
nitiic DF parallèle à AC, et je forme ainsi l'angle inscrit 
BDf qui est égal à Tangle A ; niais BDF a potii* mesure 

i BF ou i(BC - CF) = 1 (BC - DE), 

doue aussi Taugle A a pour mesure | (BG DE). 
C. Q. F. D. 

PBOBLÈMB. 

139. Parvn p#/itl donné C mener une parallèle à une 
Ugne donnée AB (fig. 106). 

D*un point D pris à voloiUé sur AD, cl avec DC pour 
rayon, je décris l'arc de cercle CA; du point C et avec le 
même rayon, je décris Tare indéfini DX; à pai iir du point 
D je porte sur DX une ouverture de compas DE égale à 
corde AG; je joins le point C avec le point £, et je dis 
que CE sera la parallèle demandée. Eu effet, d'après les 
GOQStracUoDs précédentes, les arcs de même rayon AC, D£, 
sont soustendus par des cordes égales, donc ces arcs sont 
égaux \ par suite les angles ADC, DCE sont aussi égaux 
(63). Mais ces angles ont la position des angles alternes 
intenics, pai' rapport aux dioiitjs Al], CE el à ia bccanle 
CD, doue les lignes AB, CE sont parallèles. 

probl£iie. 

140. Elever une perpendiculaire à l extrémité d'une 
ligne quon ne peut pat^ ou quon ne veut pas pro- 
longer. 

Soit AB {fig. 107) la ligne donnée, et B le point par 
lequel il fout élever la perpendiculaire. D'un point 0 pris 
à volonté en dehors de ÂB, et avec OB pour rayon, je 
décrié une circonférence qui rencontre en B etCla ligne 
AB; parle point C je lire le diamètre CX; je joins lex- 
irémiié X de ce (ll;iuieirc avec le point B, cl la ligne BX 
sera ia perpendiculaire demandée; car laugie CBX, inscrit 
dans uiiC demi-circouférencey est droit. 
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PROBLÈVB. 

1^1. Sttr une ligne don?iee, décrire un $egment ca* 
pable d'un angle dmme'i é'eeP-à'dire un segment tel que 
tous les angles qui y seront insenis^ soient égaux à 

V angle donnée 

Soient AB et C {fig, 108) Ja ligne et l'angle donnés; 
au poiul B je fais l'angle ABD— C; sur la ligne BD j'élève 
au point B la perpendiculaire BX ; sur le milieu de AB 
j'élève pareillement la perpendiculaire PYi qui rencontre 
la première en 0 ; du point 0 pris pour centre et avecr OB 
pour rayon, je décris une circonférence qui passe par les ' 
points Â ei B; et je dis que le segment AMB sera le seg* 
ment demandé. En effet, tous les angles inscrits dans ce 
segment sont égaux à l'angle ABD, qui a pour mesure la 
moiiié de l'arc AB (136) ; mais par cuiibU action ABl) — 
donc tous les angles inscrits dans le segment AAiB sont 
égaux à l'angle C. C. Q. i^ . D. 



ÉNONCÉS DE QUESTIONS A RÉSOUDRE. 
fHuoitloiiA de €iéojiié(rie pUine. 



I. Eiant donn(?s, une droite cl un point extérieur à celle 
droite, mener par le point donné une ligne qui fasse a?ec 
la 1'** un angle égal à un angle donné. 

IL iTn observateur dirige une ligne de mire vers 
réioile polaire^ et mesure l'angle que cette ligne de mire 
Tait avec une Iioi izoniale située dans le méridien du lieu. 
La ligne de mire et l'axe terrestre pouvant être regardés 
comme parallèles, à cause du grand éloignement de Tétoile 
à laquelle ces deux lignes vont à très peu près concourir, 
on demande la laliinde du lien. 
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III. Si Ton fait mouvoir un angle dans son plan, de 
telle sorte que ses deux côtés passent constamment par 
deux points donnés, le sommet de cet angle décrira un 
arc de cercle. 

Comment réaliser le mouvement de Tangle. 

IV. Décrire un arc de cercle dont la corde et la flèche 
(')seraient données, mais dont le centre serait inaccessible^ 
comme par exemple: si un menuisier avait à tracer la 
courbure d'une porte à établir dans la partie circulaire 
d'un bâtiment, et si ie rayon de Tare à décrire dépassait 
les limites de son atelier. 

V. Tracer, par un procédé analogue au précédent, line 
circonférence dont le centre serait inaccessible, comme 
par exemple : s*il fallait tracer les fondations d'une grille 
circulaire destinée à protéger une statue qui eu occuperait 
le centre. 

VI. Conn. lissant sur la en rte d'un pays, la position de 
trois points donijcs, délerniiiier la position d'un quatrième 
point qui n'y serait pas marqué, mais d'où l'on pourrait 
apercevoir les trois premiers. 

VIL Quels ^ont les points d'une courbe donnée, d'où Ton 
peut voir sons un angle donné , une ligne aussi donnée. 

HueaSIojui de Géométrie danui l'es|i»ee* 

Vm. Par un point donné, mensr une droite parallèle b un plan 
donné. 

IX. Par une droite donnée, mener un plan parallèle k une 
droite donnée. 

X. B^on point donné , mener un plan parallèle à un plan donné. 

XI. Toutes les parallàes ii une droite^ menées par les différents 
points d'une même droite, sont dans un même plan. 

Xn. Quand une droite est perpendiculaire à un plan , tout 
plan parallèle à celle droite , est perpendiculaire au même plan. 



C) La flèche d'un arc est la partie de la perpendiculaire élevée sur le 
milièia d« ta cofde , et qui se tronve comprise entre œUe corde et rare. 
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BES TRIANGLES RECTILIGNES ET SPIlLIliQL CS. DES TRIÈDRES ET 
DES TÉTRAÈDRES. CONDITIONS d'inTERSECTION DES CERCLES 
DANS UN PLAN ET SUR LA SPHÈRE. CONDITIONS d'iNTERSEC- 
TION DES SPHÈRES. CONSTaUGTIOlî DES TRUHGLKS &EGT1- 
LIGUES ET SPHÉRIQUES. 

148. Un triangle eii une pariian dê plan que traie 
lignée droiiee enveloppent de loutee parte. Ainsi la por- 
tion de plan BAC {fig. 109) est un iriangle ; les irois points 
A, B, G en soni les sommcis , cl les lignes BC, AC, AB les 
bases rekuivemenl aux sommets A, B, C. 
On distingue les irianglespar leurs côtés et par leurs angles. 

Par rapport à ses côtés, un iriangle est e'quilatéral s*il 
a se» irois eétés égaux; isocèle si deux côtés seulement 
sont égaux; sealèn»^ ei lee trois cotés sont inégaux. 

Par rapport à ses angles , un triangle est équiangh t't / 
a ses trois angles égaux \ il est acutangle, rectangle^ 
ohtusangfe, suivant que le plus grand de ses trois angles 
est a igu^ druii ou obtus. On donne aussi le nom de iriangle 
ohliqtcangle à tout triangle qui n*Gsi pas rectangle. 

Dans tout iriangle rectangle, le côté oppose à l'angle 
droit se nomme hypothenuse, 

Loirsque les troie sommets d^un triangle sont placés 
surk^ eireonférenee d'un cercle ^ on dit que le triangle 
est inxerit dans ce cercle ; en même tempe le cercle est 
circonscrit au triangle. 

Un, triangle est circonscrit à un cercle, lorsque lee 
trois côtes de ce triangle sont des tangentes à la circon^ 
fer en ce de ce cercle ; dans le même cas^ le cercle est ins- 
crit dans le triangle, 

ANALOGIES. 

143. Vn tricdrc est l'espace angulaire compris entre trois plans 
qui se réunissent au même point. En général j on nomme anyU 
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sf-ftulc Vesfiacc angulaire compris entre plusieurs plans qui se 
réunissent au viruie point. Les aogles plans qui composent la 
sui f ice d'un an^'lo solide msouiles/aces^ et les lignes d'inter- 
section, les arêtes. 

Vn angle solide est convexe, quand sa surface ne peut être ren- 
contrée en plus de deux points, par une ligne droite extérieure 
au plan de chaque face. Un trièdre est nécessairement convexe. 
Kous n'étudierons que les angles solides convexes. 

lîn tétraèdre est un solide terminé par qwUre faces planes» 
Ces noces sont évidemment des triangles. 

Un cône droit ou simplement un cône, est un solide produit par 
la révolution d^un triangle rectangle BAC (fig. ilO), autour d'un 
côté AC de Vangle droit, ce côté étant supposé imnMbile, Le cuté 
immobile AG est Vaxe du cône, et Thypothénuse AB en est le 
côté ou Vapolhême, 

Pendant que la ligne CB décrit aatooT du point C un cercle per- 
pendiculaire à Taxe, (cercle qu'on nomme base du cône), riiyp(H 
thénufe AB décrit la surface convexe de ce solide, 

n résulte de la génération du cône, que tout plan combdt sui- 
vant Paxe coupe la surface suivant dmâo droites ABf^ Aiy^ que 
You nomme génératiees de cette soif ace, ei le solide b»inême 
suivani un Iriangle iioeHe WASy, double dn iriamfle générateur 
BAC. En effet, si Ton fait tourner le triangle générateur BAC , 
jusqu'à ce que son plan coîndde avec le plan sécant, & l'instant 
où cette coïncidence aura lieu , la ligne AB sera toute entière 
dans le plan sécant; mais la ligne AB reste constamment sur la 
surfàce du cône, donc, elle sera à la fins sur le c&ne et dans le 
plan, donc Tintersection demandée sera une ligne droite. Ainsi 
la surfoee conyexe d'un cône est rencontrée suirant une ligne 
droite AB', par la partie du plan sécant située d'un côté de l'axe. 
Par la même raison^ l'autre partie du plan sécant coupera la 
même surface suivant une autre droite AIV; donc^ tout plan cot»- 
duit suivant l*axe, coupe la surface suivant deux lignes droites. 
Le cône étant lui-même coupé sui\cuiL le triangle B'AD', on peut 
remarquer que ce triangle est isocèle, cl (lu'il est formé de deux 
triangles rectangles B'AC, D AC , qui sont respectivement égaux 
au triangle générateur BAC, puisque ce dernier, dans son iiiouve- 
ment de rolalion, vient coïncider successivement avec chacun 
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d^eux. A Tégard d'im plan -peipendiculaiie k Taxe, mené p«r 
un point quelconque Pdecet«xc, plan coupera le cène siuvaU 
u» cercle, car la section produite n'est atttre chose que le eeitle 
engendré par ime ligne PH, tournant autour du point P, en res- 
tant k>i]gours perpendîeulaîre k l'axe AC. 

* Un triangle sphérique eai une portion de surface spliérique^ 
que trois arcs de yrand cercle enveloppent de toutes parts. 

Les c6lés d^un triangle sphérique sont toigours supposés plus 
petits <iue la moitié de la circonférence d'un grand cercle. 

* Les plans des trois c6tés d'un triangle sphérique déterminent, 
en se rencontrant au centre de lasphère, un trièdre dont les angles 
plans ont respectiTement pour mesure les trois côtés de ce triangle, 
let dont les dièdres sont, en vertu de la définition (89* scol* 5), Ue 
frète onglée dvL triangle, 

* Si par le rentre de la spht'^reon fait passer Tarèto d'un dièdre 
droit, et qu'ensuile en ce point on coupe cette arèle, 1° par un 
plan perpentliculaire , 2® par rtn plan oblique h cède arèle, mais 
perpendiculaire à Tnne des faces du dièdre, on formera successi- 
vement au centre de la sphère deux trièdres: le premier aura 
trois dit^dres et ses trois angles plans droits; le deuxième ;iu[a 
deux di<'dres et deux anjî^les plans droits. Ces deux trièdes ini( r- 
cepteront donc sur la sphère deux triangles sphériques ayant : le 
premier ses trois angles droits et ses trois côtés égaux chacun à un 
quadrant; le deuxième deux angles droits, et les côtés opposés a 
cps angles , égaux chacun l\ un quadrant. Quand au troisième 
angle, il aura pour mesure le côté qui lui est opposé, puisque le 
sommet de l'angle est le pôle de ce côté. Suivant qu'un triangle 
sphérique a tous ses angles droits, ou deux seulement^ il se nomme 
triangle sphérique trireclanglcon birectangle. Il est évident que 
tous tes triangles sphériques irirectangles , appartenant à une 
même sphère ou à des sphères égales sont égaux, et de plus 
que la surface d'une sphère contient huit de ces triangles» 

* Un triangie sphérique ett.éqmUUêral^ isocèle, scaiène, dans 
les mêmes cas qv^un triangle rectiligne, 

* Vh triangle sphérique est rectangle, lorsqu'un seul de ses 
angles est 'droit; il est acmangle et oMusangU dans les mêmes 
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crr.f ff7i*un triangle rcctilignej mois avec la CMUUUon de ne ren- 
fermer aucun angle droit. 

Dans un triangle sphérique rectangle, le côté opposé à Pangle 
droit se nomme hypothénuse, 

* Lorsque les quatre semmeis dPun tétraèdre «onl placét sur ta 
surface dFune sphère, on dit que U tétraèdre est inscrit dans 
cette sphère f en même temps la sj^ère est drcenscrite au 
tétraèdre^ 

* Vn cône est inscrit dans la sphère, quand le sommet de ce 

cène est sur la sphère, et que le cercle qm sert de base à ce côuê 
est un cercle de la sphère; en même temps la sphère est cir* 
conscrite au cône. 

* tJn tétraèdre est circonscrit à une sphère, lorsque les quatre 
fticcs de ce tétraèdre sont des plans tangents à celte sphère; en 
même temps la sphère est inscrite dans le tétraèdre. 

* Un cône est tangent à la sphère, lorsque tes génératrices de 
ce cône sont des tangentes à cette sphère^ 

* Un cène est circonscrit à la sphère, lorsque ce eàne et le plan 
du cercle qui /ui sert de hase, sont tangents à celte sphère^ en 
même temps la sphère est inserUe dans le cène* 

THÉORÈME. 

1^. Dans fout triangle, ehapte edié est plus peiii 
la somme des deuw autres, 

Soil AB {fig. 109) le plus grand des trois côlos d'un 
triangle quelconque BAC ; comme le plus court chemin d'un 
point à un autre est k ligue droiie , on a 

AB<AC+BC. C. Q. F. D. 

Corollaire, Dans tout triangUy chaque côté est plus 
grand que la différence des deux autres, 

Soît BC un côté quelconque. En vertu de ce qui vient 
d*éire démontré, nous aurons AC-j-6G> AB; retranchant 

AG des dieux membres de cette inégaliié , il reste 

BC>AB — AC. C. Q. F. D 
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* 148. Ikm$ÊmU triangle sphérique^ chaque eàlé e$t plus petit que 
ta sùmme des deux autres. 

Soit BAC {/ig. i i ï) le triangle proposé, et AB le plus grand dos 
trois côtés de ce trianprlo; je prolonge le rAlé AC d'iino quant 
CD = €B; je joins IcikhiU B au point D pai* un arc do oorcle BD; 
et, par le milieu P dr l'arc BDot le i»oinlC, je fais pa«^M r un arc de 
grand cercle PX ; coniine cet arc do frrand cercle laisso tout d*un 
côté le triangle BAC, et qu'il est perpendiculairo sur le milieu de 
BD (8-t. Cor. 4), j^aurai : conlo AH < corde AD fïii. Cor. 2), ol 
par suite AB < ACD; mais Aa> = AC + CD = AC -h CBi donc 
aussi, AB < AG -f CE. C, Q. F. D. 

4*' Corollaire. Dans tout triangle sph/rique^ chaque côté cH 
plus grand que la différence des deux autres* (V. N. P. cor.) 

8* CùroUoire, jDansKwf triidre^ €kaque muflê pltm eHniêimtre 
que la somme des deux autres, et plus grand que Imr il^giêrenm* 
Si du sommet du (rièdrt oa dtarit une sphère avec un rayo» 
ifncilcfNDque , ce Irièdre inlOBeiitem un triaDglespliériquc, doni les 
pôtés serfiroQt de mesura aux angles plins correspondants de ce 
trièdre; par oonséqucnt , ce que nous venons de démontrer rela- 
lÎTemcnt aux côtés d*u& tfiangle s|ktiérique» convient amsi aux 
angles plans du trièdie oonespondant^ 

5* CcroUaêre» la samsué dm trois Utés dfuu iriangk sphérique^ 
est moindre que ta circenfêrence <f «n grand esrcte. 

Soit BAD {Jîg. il2) le triangle sphérique proposé, et C la cir- 
conférence d*un grand cercle ; prolongeant les côtés AD, BD jus- 
qu'à ce qu'ils se rencontrent de nouveau en D', j'aurai 

AD-|-AD'=iC. lil>+iiD'=iCj 

mais en vertu de la proposition qui vient d'éire démontrée, 

• AB<Aiy+BIV5 
iliottlant AJ>-t- BDaux deux membres de cette inégalilé, îl vient 

AB + AD + BD<AB + Aiy + BD + BIV; 
remplaçant iU) + AD' clBD H- BD' par leurs valeurs, on trouve 

AB+AD + n><C. 
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4* CoroUâirê* La somme des 6rms smgtes pimu dPun trièibre, ut 
m^iiutre ^ qmire angtes droOs, (T. cor. 2.) 

8« Corollaire* SI par deux poinU prie à volonté if m» même 
cHé d^un arc de eertU de la sphère^ on mène deux ores de 
iprand eercU anx exIrémiUs da prender arc, la somme des aree 
enveloppés sera fpomdre que eeUe des ares enveUppmts (fig. 113). 

Scotie. Si U propositioD lenfeimée dans le ooionaife précèdent^ 
n'a pas été mise à la suite de la pioposîtîoii du 45, cela fient 
prlncipalemeiitli ce qjae le théorème 145, ne pouvait être regardé 
comme éTident de lui-même. 

146. Va/is tout triangle, lasomme des Iroùt angles est 
égale à deux mifjh s droits, 

ParlesoamieLAdu iriaiigte quelconque BAC 11^), je 
mène DE parallèle à la base fiC, et je lais remari^uerqueies 
angles B, BAD sont égaux comme étaal mUemee tnienseo^ 
ainsi que les nnglesCyCAË; donc, ia somme des trois angles 
du triangle BAC, est ^le 4 la somme BAI4-BAO-|-CA£« 
des angles Gonsëcatife formés autour du point A» et d*an 
même cdté de DE; or, comme cette dernière somme est 
égale à deux angles droits , il en est de même de la somme 
B+C+BAC des trois angles du ii iangle donné. C.Q. F. D. 

Corollaire. Connaissant deux des trois angles 
d'un triangle, on aura la valeur du troieième^ en retran^ 
ohanide deux onglée droits ^ la somme des angles donnés. 
Je suppose par exemple : Bs=|, Cssî, l'angle droit 
étant pris pour unité ; je fais la somme des valeurs de 
B et de C, et Je trouve B4'^^.Hri6 retranche œtie 
somme de deux droits ou de 1, et il -reste BAC=|. 

2* Corollaire. Dans tout triangle BAC {fig. 115), 
r angle extérieur VtCX), est égal à la somme A'4"B des 
angles intérieurs et opposés. 

£n vertu de ce qui vient d'être démontré, 

A + B4-A€Bt=:itft; 
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mais Tûu â aussi£CD-|-ACB = 2^; comparant ces deux 
égalités , on troave BCD » A + 6. C. Q. F. D. 

S* Corollaire, Quand àeww UriangU* oni deux angle$ 
^auxeha&un à ehaeun^ U iroiêiàme angle de Pu» eU 

égal nu troisième angle de Vautre. Cela est évident. 

6** Corollaire, Un triangle ne saurait avoir plus d'un 
angle droit, 

6* Corollaire, Dam tout êrianglo reeêamgle, les deum 

angles aigus sent complémentaires. 

ANALOGIE. — THÉORÈME. 

> ■ 

'^'147. DoM tout trianQU sphérUpte, la ' somme ées trois an§les 
est comprise entre deux ek six onqles droits. 

Soit BAD (Jig, 116} le triangle proposé; des points A, D 
pris pour p61es, je décris les arcs de grand cercle B'IV, AUy^ A*W^ 
qui déterminent un nonteau triangle VAiy, et Je dis: que ré- 
ciproquement, les pointe A', B', sont les pôles respectifs des 
ores BDy ÂD, AD j que chaque angle de chaque triangle^ a pour 
mesure une demU^^^reonféreneey moms le eàté opposé dans Poutre 
triangle. • 

I* Je dis, par exemple, (fae le point A' est le pôle de l'arc 
BD. En effet , puisque le point B est le pôle de Tare A'D', la 
distance du point A' au point B est égale à la corde d'un qua- 
drant ; dtj jiiùme, puisque le point D est le pôle de i'aïc A'B', 
Iti di^tcinco du ijoiiit. A' au point D est aussi égale h la corde 
d'un quadrant; donc le point A' est le pûle de Tare BD (83. 
scoL 2 et 4). On prouverait de la même manière que les points 
B',, D', sont les pôles respectifs des arcs AD, Alî. C. Q. F. D, 

'2 Je considère un angle quelconque de ruji dus triauglcs, 
l'angle À par exemple ; el je dis qu'on aura, en nommaat C la 
circonférence d'un grand cercle, 

Aac^e-B'D'. 

Si Je pieloDge les côtés AB» AB^ jus^*k leur rencontie en A et 
S avec le côté J'aurai A =,RS (132. cor. 2); maispolsqiie 
les points B', D' sont les pôles respeclifr des aries AB^ AB, on a 
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ajoutant ces deux <^galiiés meinbie h nieml)re^ il vient, en Tem-> 
plaçant B'S par son égal B'R -i- RS, 

mate * , BTl -h DU =» BTK, doue 

B'Dl+RS=:iC, d'où RS==iC — B'D'; 
mais A ss BS^donc 

A==iC-B'D^ 
On trouTendt de la même manière 

B=:ÎC-A'D', 

* • DsaiC— A'B'. 

Le triangle B'AIK donneiait pamllement 

A'=ÎC-BD, 

B'=iC — AD, 

D'»iG-AB. 

n nous wa a1s6 maintenant de détnonfrtt la proposition énoDr 
oée. Pour cela, reprenons les trois égalités 

A = ÎC-3'D', B = iC-A'DS D = iC~A'B^ 

igoutant ces égalités membre k coembie , et observant qae 

iC=sS^, il vient 

B + D « 6* — (BTy+ A'iy + A'B') ; 

donc la somme A + B + C rfe^ trois angles du triangle, est déjà 
moindre que six angles droits. Cette somme est aussi plus grande 
que deux angles droits, puisque la quantilô qu'on retranche de 
6^, est nj oindre qu'une circonférence de grand cercle, ou que 4^. 
(145. cor. 3.) C. Q. F. D. 

Scolie. Les triangles BAD, B'A'B^ sont nommés : triangles fio^ 
lairet, iriangUê mipplémeniatirm* • 

CwéUmre, Chaque tété iPun triangk polaire, a amsipmrme- 
9wr$ une demMrcattfirence , moiiu Cwgle opposé dan$ t^aMre 

Je dis par exemple que 

B'D'^iC— A. 
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£a effet, de l'égalité 

A=:iG — B'D', on tire B'D'=iC — A, 

car, datu UmU soutIraeHon, Unûmtrêqtfan rUnmeks^utigttla» 
pki$ grand nombre éMmté de ta différmce, 

TBÉO&àMB. 

ikB, J)ewue triangl$êson$ égatm^ qua$id ils pnimn angk 
égal campriê entre deu» câiéÊ egau» chacun à chacun. 
Soient Cfiff, 117) deax tilangles dans lesquels ]e suppose 

je dis que ces deux triangles seront égaux. Ayant fait coïn- 
cider les angles égaux ABC, A'B'C, je fais remarquer 
que les points A' et C , viendront tomber sur les points A 
el C| puisque ÂB, A'B' sont égaux ^ ainsi que CB, C'B' ; 
les triangles proposés coîQcidant parfaitement sont égaux. 
C. Q, F, 0. 

ANALOGIE I. — THÉOaÉME. 

* 140. i>e»x irUdree eont égaux^ quand iUmUun dièdre égal 
compriê enire deux angies plans égaux ehaâm à chacun, ei^epoeés 
detamême manUre. (fig. 118). Y. N. P. 

A. L. D. triangle, angle, B, B', points A' et C, A et C. 
L. trièdre, dièdre, B 6 , aiclea B A tji B'C, BA et BC.. 

AMALOGIB n. — THiOBJàHB. 

* liH). I^eux triangles sphériques sont égaux, lorsqu* apporte^ 
nani à ta même sphère ou à des sphères égales, ils ont un angle égal 
compris entre deux côtés égaux chacun à chacun, et disposée de ta 
mêmemaniùre (fig. 119). V. N. 148. 

ScoUe. Deux triangles sphériques isocèles sont égaux, quand 
les côtés égaux de l'un sont rijaux aux côtés analogues de l'autre, 
et que ee% côtés comprennent un angle égal» 

ANALOGIE III. — THfiOBfclIB. 

* 151. Deux tétraèdres sont égnuxj quand ils ont un dièdre égal 
compris entre deux faces égales chacune à chacune, el disposées de 
la même manière (fig. 120). V. 
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A. L. D. Irianglf. ande, B, B'. 
L. téUaèdre, dièdre, B'^. 

152. Deux tria figies sont e'gaux, quand ils ont tm côté 
egai adjacent à deux angles égaux chacun à chacun, 

Soiesi(/S^. 117) deux, triangles dans losr|i)e!s je suppose 
ÂB=A'fi' , rangle ÂBC=^A'B'C\ Tsiogle CAB=C' A' B' ; 
Je dis que ce» deux triangtes aéronl éfuinL. ÂyaDtfiyt coio- 
cider A' B' avee AB , j« Î9h ramarqoer que les m très c6iëft 
d» triangle A' B'€' , prendront respaelivemeitt, à cwiae des 
angles qu'on suppose ér^tim , les direciîons dos autres côtés 
dn triangle ABC; lo poiiii ( ' devni donc appartenir à la 
fois aux côtés CA , CD ; ce point C ne pourra donc tomber 
que &ur le poini C d'iaiersecikm. C Q. F. D. 

ANALOGIE I. — > THÉaRÈMB. 

153. I>ewx trièéres sont égaux, quand ils ont un angle plan 
égal adjacent à deux dièdres égaux chaeun à chacun, et tUepo- 
Mésdeia même manière. 118). Y. N. P. 

A. L. D. triangle, By B^, aiifi^e^ eOté^ poist eMé» GA, 
L. trièdre, B», B'6', dièdre, bce, acète WC\ ûtoes GBA, 

A. U B. point C. 
L. arête BG. 

ANALOGIE II. — THÉORÈME. 

, * 1$4. JDfNOE iriangUe spkénqttee eoni égauKj knqtfâitpartê' 
mont à la mime epkère wàdee sphiree égalée, Ue ent un câlé égal 
adjacent à deux anglee igmtx ehatun à chacun, et éuposée de la 
mime manière (fig. 119). V. N. m. 

AHALOGIB III. — THÉOBÈIIB. 

* 1S5. Deux tétraèdres sont égaux, guand ils ont une face égale 
ad^acenU à trou éUdree égaux ekaasn à chacun, et di^sés de la 
même manière, (dg. ISO). V. N. ISÎ. 

A. L. B. triangle, B, B', aagte, 

t. tétraèdre, B6, B'fr', dièdfe. 
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A. L. D. CàB^CàfW, cMé, 

A, L. D. anx 06441 CA, GB. 

«uxlibces CBA« €B6« CA^. 

iW. ûmjp itiangigg êoni egomm^ ftêmmd ik mH imn 
iroM càkik égaum chmmm à ck4temm, 

Conc«voDt i|«'oa ail placé les deox iriaaf^as i'uo à cM 
de raotre, de telle eorie quila aient un eÔiëeoininQsi tait 
alor» (fig, 121) AC le côté comaiim, AB^AD, et BCsCD. 
Les points A et C étant respectivement à égale distance des 
oxlrciniirs \\ cl 1) de la droite BD, AC est perpendiculaire 
sur le milieu de BD (51) ; cela posé, je fais lourner le trian- 
gle DAC autour de AC, pour le renverser sur le u i inj^le 
BAC ; le renversement opéré, PD prendra la direction PB, 
p«ts<|tie les angles eo P sont égaux , et le point D viendra 
tomber en B, parcevqne PD=sPB| les ligues ADetCO 
coïncidant aussi avec les lignes AB et CD , à cause qno les 
points A et C sont restés Immobiles « les deax triangles se 
i^ecoQvreni parfaitement et sont égaux. C. Q. F. D. 

SeoUe. Dam deujp hianghi égaus^ fet angle* opposé 
anj" côtes ii/tiux i^ont (ùjiu/.r^ et réciproquement , les 
eôlts oppous aux angh* cgaux tout ^gaujf, 

ARALOOU 1. — VHiORAlll. 

* i9t* Ê>euxîrîèdre9SotUégmtx€aMt9ule9lmar9 parles, ^^^^ 
Hs ma Uut$ lrn« angtes pUmt égaux ehaeim à tkanm» 

Soient BHV(Jig. i») deux trièdres tels que ABa « A'B'é', 
ABC» A'B^, CBSt» CW; je dis que les dièdres eppes6s anx 
«ngles plans égaux sont ^gsnx. Démonlroas par exempts , que 
le dièdrâ ABCfr est égal au dièdre àfWQb'; pour cela, je prends 
BC ss VC*i «nx points G et C je eonstrais les mofkilM AC^^ 
du di^d^e <iue nous considérons, cl je dis que ces modules 
seront égaux. D'abord, les triangles ABC, A'B'C sont égaux, 
comme ayant un côté égal adjacent h deux angles é^raux chaoun 
à ebacun, k savoir : par eonstruclion BG « B'C, ACB ^ A'C'B', 
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caries lignes CÀ, C'A', Mit été élevées perpendiculairement sur 
BG et BUT Wa ; enfin, par hypothèse ABC = k'B'd par suite 
' AB = A'B^, AG » A'C. 

Les triangles C'Wb' * laai tgaux parla même raison, 

Bi» = B'fc',etC6 = et', 
le fais remarquer maintenant que les triangles XBb, A'B'6', ont un 
angle égal AB6 = A'B'6', compris entre deux côtés égaux chacun 
h diacun ; savoir AB = A'B' et Bb = B'b', ainsi qu'on vient de le 
démontrer ; par suite A6 — A'6'. Enfin, puisque les côtés 
(AC, A'C), (Ct, Cl/), (Ad, A'//) sont égaux, les triangles AC6, 
A'C'6' sont aussi égaux ; donc AGI» A'C'b^. G. Q. F. D. 

4«' Corollaire. Deux trièdrcs sont égatix^ quand tU ont lmr9 
trois angles plans égaux chacun à chacun^ et disposH ifeiaméme 
manière; car ces deux trièdres rentrent dansl*un OU dans Tautre 

des cas d'égalité que nous avons examinés. 

!»• ScalU, Si les angles plans égaux des deux trirdres que 
nous venons de considérer, ne sont pas disposés de la même 
manière , après que les deux trièdres auront été seniblaliIrnuMil 
orientés, ces deux trièdres ne pourront coïncider par la suiiorp lo- 
tion, quoique d'ailleurs ils aient toutes leurs parties conslituanies 
égales chacune a chacune. Pour distinguer ce mode d'égalité 
de l'égalité absolue ou de superposition, on lui donne le nom 
d^égalité par «^é(rtc> et deux trièdres qui sont égaux par symétrie^ 
prennent le nom de trièdres st/métriques. 

En général,' dmx grandeurs gémiiriques , dont les par^ 
constituantes santégates chacune àchacuncj sont dUes symétriques, 
lorsque aprèsamr été semblablement orientées, leurs parties égales 
sont inversement lUspesées, Ainsi, par exemple, la main droite^est 
symétrique de la main gauche ; le gant d'une main ne peut coU'* 
venir k Pautre, quoique d'ailleurs ils soient paiiàitement égaux 
dans toutes leurs parties constituantes ; ce n^est qu'après le re- 
tournement, qu'une main peut entrer dans le gant qui convient k 
l'autre, car une telle opération a pour effet de placer les parties 
égales dans le même ordre. 

Quand deux figures planes sont symétriques, il suffît de retour-" 
ner le plan de l'une d'elles, pour changer réalité en symétrie, d'où 
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il suit que, rigoureuseDicuL paiiaiii , il n'cxistepas de figures planes 
symétriques. 

2* Scolie. Pour construire le symétrique (Vun trièdre donné, il 
suffit de prolonger au delà du sommet^ toutes les arêtes de ce 
trièdre i le nouveau trièdre que ces prolongements détermineront, 
sera évidemment symétrique du premier, puisque ces deux trièdres 
auront leurs angles plans respectiTement égaux, et disposés dans 
ua ordre inverse. La mêmêopéralhn appliquée à un angle polyèdre 
éfuetconque , produira un angU poiffèdr^ sffmétrûiue de l'tmgie 
polyèdre donné, 

2" Corottahre. Deua, trUéns «ml «yméfrt^fuef, 1* quand iU ont 
un iHèdre égal compfrU eutre deux angies ptanê igaux chacun à 
chacun f et disjmit dam un ordre invereei 2* quand Us ont un 
angle plan égal adjacent à deux dièdree égaux chacun à chacun^ 
et dUpasé» doM un ordre inverse. 

En effet, dans chacun de ces cas. Tan des trièdres donnés est 
égil au symétrique de Paulre. 

ANALOGIE II. — THÉORÈME. 

* 198. Deux triangles sphériques sont égaux dans Umies leurs 
par^ae^ lorsque appartenant à la même sphère ou à des sphères 
égales, ils oni leurs trois côtés égaux chacun à chacun. 

Supposons, pour fixer les idées, que las deux tritiiit,^!» > ippar- 
licjinent k la même spbère; en joignant par des lignes droilcs les 
sommets des deux triangles au contre de la sphère, ou formera 
deux trièdres dont les angles plans seront respf Liuuuient «'•gaux, 
comme ayant pour mesure les côtés ésraux des deux triangles 
sphériques; les dièdres dv ees iriedres seront donc aussi ('•traiix 
(157) ; mais ces dièdres ne sont antre cbose que les angles des 
triangles sphériques; donc, etc. 

i*"" CoroUaire. Deux triangles sphériques sont égaux, lorS" 
qu^appartenani à la même sphère ou à des sphères égales, ils ont 
leurs trois cétés égaux chacun à chacun, et disposés de la même 
manière* 

Car ces deux triangles rentrent dans Tun ou dans Pautre des cas 
d^égalité que nous aToiad^k examinés. 

V ScoHe. Deux Irièdt^es sgmétriqucs, ayant leur sommet au 

14 
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centre de la même sphère ou de deux sphères égaUs, déterminent 
des triangles spkériques qui sont symétriques. 

2* ScoUe. Jkm9 deux triangles spkériques égaux ou symétriques, 
ks angles opposés aux côtés égaux sont égaux, ef réciproque^ 
ment, les côtés opposés aux angles égaux sont égaux, 

ANALOGIE III- — THÉORÈME. 

* 159. Beux triangles spkériques sont égaux dans toutes Imrs 
parties, lorsqu*appartenant à la même sphère ou à des sphères 
égales, ils ont leurs trois angles égaux chacun à chacun, 

SoienlOSjf. 122) deux triangles sphériques dans lesquels je snp* 
p09eAe=<»» BsséyCsse; je dlsqf^ 7es cMt s opposés aux angles 
égaux seront O^mx. Ayant oonslniit les triangles supplémeataire» 
des triangles donnés, j'aurai 

A=2» — Bs=2» — Aty, C«2> — AW; 

a = 2^ — b'c\ b = 2^— oV, c = 2^ — 

mais puisque par hypothèse A = «r, B = 6, C = c, Ton a auâsi 

2» — . B'C = 2^ — 6'c', 2^ — A'C == 2^— aV, 
2^ — A'B' = 2^ — «^y, et par suite 
B^G' » tfif^ A'Cf = ^cf^ AfW c« a'b^* 

Ainsi, quanttdeux triangles sphériques ont tears angles égaux 
chacun à chacun, les suppUmentaiires des uianigles émimés ont 
leurs côtés égaux chacun à chamn* 

Mais les triangles B'A'G% fr^o^c', ayant leurs oOtés égaux chacun 
à chacun, sont é^ux dans toutes leurs parties (158), ddnc 

A'^tt', B^=6',C' = c', 

et par suite 

BG s 6e, AB es 06, AG as oc. G. Q. F. D. 

i" Corollaire. Deiix triangles sphériques sont égaux, lorsqiC ap- 
partenant à la même sphère ou à des sphères égales, ils ont leurs 
trois angles égaux chacun à chacun, et disposés de la même 
manière, 

2® Corollaire. Deux trièdres sont égaux dans toutes Irurs 
parties, quand ils ont leurs trois dièdres égaux chacun à thucun. 

5* Corollaire, Deux trièdres sont égaux^ quand ils ont leurs 
trois dièdres égaux chacun à chacun^ et disposés de la même 
manière. 
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ATIALOOIE lY. — TWÛOtàUE. 

* 160. DetLt tétraèdres sont égaux dans toutes leurs parties^ 
quand ils ont trois faces égales chacune à chacune. 

Soient ABMÎ, A'B'fr'C (fig. 120) les deux lélraèdres dans les- 
quels je suppose égales les trois faces (ÂV>^, A'B'//'), (AI3C, A'IVC), 
(CB6, Q'h'b'). îleslévideuL que i égaille de ces trois faces entraîne 
IV^alilé des 4'^^ faces AC6, MCJb' ; en eflct, de ce que les triangles 
AB6, Mh'b' sont égaux, les côtés A/;, A' 6' le sont aussi; l'égalité 
des triangles ABC, A'B'C, entraîne pareillement celle des colés 
AC, A'C; enfin , de régaiité des triangles CH/s C'B'^;', on conclui 
Tégalité des côtés Cf;, C'6'; les triangles AC/>, K'C'b' sont donc égaux 
(156)^ et par suite les angles solides des deux tétraèdres sont 
respeclÎTement égaux dans toutes leiin parties, puisque les angles 
plans qui les forment sont égaux chacun à chacun. 

Corollaire. Deux tétraèdres sont égaux, quand ils ont trois 
faces égales chacune à chacune, et disposées de la même manière, 

ScoUc. Pour construire le symétrique d'un tétraèdre donné, il 
de prolonger de quantités égales, au delà (Pun sommet quel^ 
amqtte, les trais arêtes qui se terminent à ce sommet» En effet, 
ces prolongements détermineront un nouYeau tétraèdre qui sera 
le symétrique du premier^ puisqu'il aura trois fàces respeo- 
tiyement égales k ceUes 4tt premier, et disposées dans un ordre 
inverse. 

THÉORÈME. 

161. Deux triangles rectangles sont égaux ^ quand ilê 
ont deux côtes égaux chamm à chacun. 

Si \m c6té8 qui sont égaux dans les deux triangles sont 
eeux qui eompreiiReni l'angle droii, iet deux triangles se- 
ront ëganx , car ils auront un angle égal compris entre 
deux côtés égaux chacun à chacun. U re$te dme à exa-^ 
miner le cas oà les deux triangies ont Fhypoihénuie 
égaie et tin cote t'gal. 

Après avoir fait coïncider, s'il y a lieu, les plans sur 
lesquels sont tracés les deux triangles, je fais glisser le 
triangle A'B'C sur le triangle ABC {fg- 123)} je place le 
point B' au point et je fais prendre à B' AS que je sup- 
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pose égal à BA^ ia direcUon de ce côlé ; alors le point A' 
tombera en A, cl le côic A'C prendra la direction AC, 
puisque l'angle droit A'égale i'angle droit A ; le point C 
tombera donc quelque part sur AC ; mais les hypothénuses 
BC, 6X% sont maintenant des obliques égales émanant 
d*un même point B , et aboutissant à la même ligne AC 
d*un même côté de la ligne perpendicalaire BA; donc le 
pointe tombe en C (58). C. Q. F. D. 

AlCALOGIB I. ^ THÉORÈME. 

* 1G2. Deux triangles sphériqucs rectangles sont égaux , lors- 
qu* appartenant à la même sphère ou à des sphères égales, ils ont 
deux côtés égaux chacun à chacun, et disposés de la même ma- 
nière, (fig. 124). V. N. P. 

A. L. I). plan, obliques, ligne. 
L. sphère, arcs obliques, arc. 

Cerùltàke, Deux iriangUB spkériques redangles sùtU «ymé- 
HiqueSy quand Us om deux câtés égaux chacun à chacun , et dis- 
posés dans un crdre inverse, 

ÀRALOGU II. ^ THiORiMB. 

** 163 hïs. Deux tétraèdres bi-rectangles sont égaux, quand Us 
ont ta face hypothénuse égale, une autre face ausH égale, et dis- 
posées de ta même manière, (J'appelle face hgpothiùmê, la ûuse 
qui coupe les arêtes des deux dièdres droits). 

SoieaUiACc, B'A'C'c' (fig, 42i his) deux tétraèdres rectangles en 
AC, Ac, et en A'C% X'c'; je supiM^se la face ABC égale a la face 
A'B'C; je suppose aussi la face hypothénuse CBc égale U la face 
hypothénuse CBV;etje dis que les deux tétraèdres seront égaux. 
Comme par hypothèse, les faces qui dans les deux tétraèdres se 
coupent suivant BA, B'A', sont respectivement perpendiculaires 
aux faces CAc , C'A'c , les lignes BA, B'A' sont perpendiculaires à ces 
faces (61. cor. 5), et par suite les triangles AB^jABc^ et A'B'C, A'BV, 
sont rcclan£,^lcs en A et en A'. Cela posé , je compare les faces ABc, 
A'B'c'; comme par hypothèse le irianf^Me CBc = C'Wc', le côlé" 
Bc =: B'c'i de même , de Tégalité des faces ABC , A'B'C, on condut 
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réalité des côtés BA, B'A', c i imr suite celle des inangles reclangles 
ABc, X'W& (161). Les deux tétraèdres ayant trois faces égales cha- 
cune à chacune sont égaux. 

La démonstration serait la même. Si les faces égales étaient 
(CBc,C'BV) cl (ACc, A'C't ). 

Corollaire. Deux tétraèdres bi-reetaM$têê sont ti/métriques, quand 
Us ont la face kifpolhénuse égaU, mme mUréfiM mud éf^, M 
dUposéu iUm$ tm «n<r« invem. 

TBioft&n. 

iù3. JJt ii.r triiingk'fi n cUingles Sûfti égaux j quand ils 
ont Chypothénuêc ùjah et un angle aifju égal. 

Je suppose ifig. m) B = B ' , BC = B' C » et Je dis que 
les triangles recungles A6C« A'B'C seront égaux. 

Démimêiraiwn. Les deux triangles ABC, A'B'C, 
ayant deux angles égaux chacun à chacun , le troisième 
au^le C de Tun, est ëgal au troisième angle C de fautre 
(1/16. cor. 3); par suite, les deux triaugles sont égaux {iht). 

* 2° Ùémmêlraiim. Ayant fait coïncider, s il y a lieu , 
les plans sur lesquels sont tracés les deux triangles , je fois 
glisser le triangle A' B'C sur le triangle ABC i je plsce le 
point B' au point B» et Je fais prendre à Thypotliénuse 
B'C la direetîon BC; comme par hypothèse fi'C s BC, 
le point C tombera en C; en même temps B'A' prendra 
la dirociion BA, cl C'A' la direction CA , à cause que C A 
esi niainienani j)erpoiuii( ulaire sur BA ; lepuini A' devant 
ainsi tomber à la fuis sur BA et sur CA , ne pourra tomber 
qu'au point d'intersection A. C. Q. F. D. 

ANALOGIE. — THÉORÈME. 

• Deux trinnqii s sylu rtqucs rccvinqlcs s mléqaHx , lorsifuc 
appiiiti nan( à In uu fnr >;)/(/; < uu à des Sj'licris vyali s , ils ont rhif- 
pothcnusc vgalc ti un ant^U oblique égal, disposés de la même 
maniète(ù^. 

V. a, P. 2t*déra. A. L. D. plan. 

L. sphère. 
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Cinroliaire, Deux trUngtet tphériques r^etangl0i satUtifméiriqueMy 
quand ils ont Pkypothénute égale et un angle aigu égal, éiepoêés 
dans un ardre inverse, 

TUÉORÈME. 

165. Si deux triangles ont un angle inégal compris 
entre deux cotes égaux chacun à ehuem»^ le troisième 
côté du trianffle qui rmfèrme h phss grand angle, sera 
plus grand que lé troisième eêté de Vautre triangle. 

Soient BAC, h'k'C (fig. îlb) deux triangles dans les- 
quels je suppose l'angle BAC>B'A'C', AB = A'B', 
AC = A'C; je dis qu'on aura BC> B'C. Au point A je 
tire une ligne AG =A'B% qui fasse avec AG l'angle 
CAG = A ' ; je joins le point G avec le point G par la ligue 
CG, et je fais remarquer que les triangles CAG, B'A'C\ 
ayaot un angle égal compris entre deux o6lés égaux chacao 
à chacun, donnent CG^^ B'C Je partage maintenant 
Fangle BAG en deux parties égales ; la ligne de division 
AH tombera nécessairement à gauche de AC, et en joi- 
gnant le point II au point G par la ligne IIG, on aura 
BH=HG(U8); mais le u iangle CGH dotiiic Cn+HG>CGî « 
remplaçant dans cette inégalité HG par son égal BH , et 
observant que CH + BH = BC, il vient BC>CG ou que 
B'C'. C.Q.F.D. 

ANALOGIE. — TUÉORtME. 

* 166. Si deux triangles spkeriqucs, appartenant à la même 
sphère ou à des sphères égaies , ont un angle inégal compris 
entre deux côtés égaux chacun à chacun , le troisième coté du 
triangle qui renferme le plus grand angle, sera plus grand que le 
troisième côté de l^auire triangle (fig. 126}. 

V. N. F. A. L. D. ligne. 

L, arc de grand cerde. 

THÉORÈME. 

167. Réciproquement, si deu» triangles ont deux 
côtés égaux ehaeust à chacun f et que le troisième eêté de 
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run fie soit pas égal au troistèfne coté de Vautre^ dans 
ie triangle qui renferme le plus grand côté^ fangle 
opposé à ee eâté , eera plue grand que f angle oppoeé au 
iroieième eâtd dans t autre triangle* 

Coijsi léions les Liiiingles BAC , B'A'C (/?/;. 125), et 
^ siippoboiis Al]=A'B', AC= A'C, BC > B'C; je dis 
qu on aura BAC> B'A'C. Si i'angle BAC ii éiaii pas plus 
grand que B' A'C% il serait égal ou moindre; si BAC étaii 
égal à B' A'C , les deux triangles seraient égaux (148}, €t 
]e c^té BG serait égal au cdté B'C^ ce qui est contre Thy* 
pothèse ; si Tangle BA!G élaitmoîndre que B' A' C » en venu 
du n** 165, BC serait moindre que B'C' , ce qui est encore 
conire Thypoibèse; donc, nécessairement BAC > B'A'C. 
C. Q. F. D. 

AMAL0G1£. — THÉORÈME. 

* 168. Béàproquement^ H deux triangles sphériques^ apporte» 
nânt à ta même sphère eu à des sphères égales ^ ont deux câtés 
égaux chacun à chacun, et que te troisième côté de Tun ne sait 
pas égal au troisième c&téde l'autre, dans te triangle qui renferme 
ie plus grand côté, Vangle opposé à ce côté, sera plus grand que 
Vangte opposé au troisièmecôté dans l'autre triangle, (iig. 126). 

V. N. P. A. L. D. égaux. 

L. égaux ou symétriques. 

tHéOllÊHB. 

169. Dans un triangle isocèle , les angles opposés aux 
côtés égaux sont égaux. 

Ayant joinl par une ligne le sommel A du iriangle isocèle 
BAC {fig. 127), avec le milieu P de la base BC, je forme 
deux triangles BAP,CAP, qui ont leurs trois côiés égaux 
chacun à chacun i d'aîi il suit que les angles B et G sont 
égaux (156. scol.). C. Q. F. D. 

Scolie. II esi bon de remarquer que les angles APB, 
APC sont égaux, ainsi que les angles BAP, CAP (156. scol.); 
par conséquent , la ligne menée du sommet d'un triangle 
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isocèle au milieu delà haie , est i^cvpeudtûulairn à eeife 
base, et partage en deux par/ies égale» fangle du 
sommet. 

Corollaire, Un triangle équilatéral est en même temps 
équiangh. 

ANALOaiB. — THÉORÈME. 

*170, Dans un triangle sphérique isocèle, les angles opposés 
aux côtés égaux sont égaux (ûg. i^). 

y. N. p. A. L. D. ligne. 

L. are de grand cercle. 

THÉORÈME. 

171. MéeiproquemetU ^ n deuà onglée eoni dgau» 
dane un triangle , lee côtés opposée seront égause et le 

triangle sera isocèle. 

Dans le triangle BAC (fig. 129) je suppose l'nngîo H — 
Taugle ACë, ei je dis quon aura AB=: AC. Pour prouver 
que AB = AC» il suffît de faire voir que AB o'esi ni plus 
grand ni moindre que AC; je suppose ponr un instant 
AB> AG, je prends BD=s AC, et je joins le point D au 
point G par la ligne DG; Tangle B du triangle BDG, est égal 
à Tangle AGB du triangle BAC; l'angle B dans le premier 
triangle, esicompris enire les côlés BD, BC ; elTangle ACB, 
dans Faulre triangle , est cunipris entre AC = BD, cl le 
côte BC commun ; ces deux triangles ont donc un angle 
égal compris entre deux côlés égaux chacun à chacun , d'où 
il suit que l'angle BCD = B ; mais par hypothèse ACfi=B, 
donc aussi Ton aurait BCD =s ACB, ce qui est absurde ; AB 
n'est donc pas plus grand que 'AC. On prouverait de la 
même manière que AG n*est pas plus grand que AB , ou en 
d'auires lermcs, que AB n'esl pas luuiudre que ACj donc 
AB = AC. C.Q.F.D. 

Corollaire, Un triangle èquiangle est en même temps 
équilatéral. 
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* 17â. Ri'ciproqucmcnt , si deux angles sont égaux dans un 
iTHMgle sphérique, les cùUs Offpo$é$ teronî égaux «f U irimigle 
sera Uoeète (lig. 130). 

V. N. P. A. L. D. ligne. 

L. are de grand oerele. 

THÉORÈME. 

173. ûa deus eéUk d^un triamgia^ celm-là est le pius 
grand gui M appoêdà un pêu9 grand angU; ê$ rdci^ 
proquêmenif de deus angles d^un triangle, celui'là en 
le plue grand qui eU opposé à un plus grand e6te\ 

1® Dans le triangle BAC (fig. \?>l) je suppose Vaugle 
ABC > C , el je dis qu'on aura AC > AB. Dans Tangle A HC 
Je cooairuis !*nnp:]e CBD = Cy elje forme ainsi un triangle 
dans lequel BD =s CD (17i)i mais le iriaogle ABD donne 
AD+BD> AB; remplaçant, dans cetie inégalité, BD par 
son égal CD, ei observant qae AD-|-CD^AC, Il vient 
AC>AB. C.Q.F.D. 

2« Soil mnitilenant AC>^AB, ei je dis qu'on aura ABC>C. 
D'abord, langle ABC nVsi pas é{;al à C, car si cela éiaîl, 
letriangte ABC serait isocèle, et i on aurait AB= AC, ce 
qui est contre l'hypoihèse ; ABC n'est pas non pins moindre 
qne G, car si cela était AB serait > AC^ ce qni est encore 
contre lliypoihèses donc, nécessairement ABC > C. 
C. Q. F. D. 

ANALOGIE. — THÉORÈME. 

* 174. De deux côtés d*un triangle sphérique , celui-là est le plus 
grand già est opposé à un plus grand angle; et réciproquement^ dé 
dsmx angles (fun triangle sphérique ^ celtù-là est le pUis grand qui 
est opposé à un ptus grand côté ( fig. iôi ). V. N. P« 

ScoUe. Dans un triangle sphérique ABC (fig. 15ô) rectangle en A, 
Ml angk oblique ABC, et le côte opposé AG, sont Imgours de même 
espèce^ e^est-àrdire qu'ils sont tous deux à h fins moindres guc 90% 
au tous deux plus grands. 
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.ft -npposc parcxemplt' l'iuigle ABC<90'', cl je dis que le cniO AC, 
opiMiM- k CCI an.?ïc, sera < 90*. En cffcl , si AC élail égal a 90», 
comme AC esi i>€rpendiculaire sur AB, le y»oint C serait le pôle de 
AB, el par suite l'angle ABC serait droit (G*, -cnl ce 4111 est contre 
riiN |H>lh^se; si AC était >90*, le pûle de l'arc AB serait en un point 
P situé au-dessous de C , et en joignant le point P au point B par 
l'arc de grand cercle PB, l'angle ABi^ serait droit; par suite, Pangle 
ABC serait (j1>Ius, ce qui est contre rhypolh<»sc. On démontrerait de 
la même manière que l'arc AC serait > 90", si l'angle ABC élail 
lui-même > 90". C. Q. F. D, 

TBÉO&ÊME. 

175. Quand deux eiremférenees te caupeni en 
deux points^ la ligne qui pasiepar leun centrée eiipér- 
pendieulaire sur le milieu de la eorde qui joint iee 
potniê ^inteneetUm. 

Les centras 0 ei 0' {pg. 13 A) éianl Fespeciivement à 
égale distance des exirémilés A et B delà corde AB, la 
ligne 00' est perpendiculaire sur le milieu de AB. 

ANALOGIE. — THÉOEÈME. 

* 176. La courbe d'intersection de deux sphères efit un cercle au 
centre duquel la ligne des eeiUres de ces deux sphères est per- 
pendiculaire. 

Par les centres 0 el (K {fig* 154) des deux sphères, je conduis 
un plan qui les coupera suivant deux graads cercles GAEE^ BAFB» 
donl les moitiés GAË, DAF^ engendreront les deux sphères en 
tournant simultanément autour de CD; le point A décrira donc la 
courbe d'inleisection. Mais si l'on joint le point A au point B par 
la droite AB, AB sera peipendtculaire au point P sur GD (17S), par 
suite le point A décrira un cercle, puisque , pendant le mouvement 
de rotation^ AP reste constamment perpendiculaire à CD; donc, le 
cercle décrit aura peur centre lepoini P, peur rayon AP; «i|/Sii , son 
plan sera perpenikeuUùre au point V sur la Hçne W de$ centres, 
C. Q. P. D. 

THàORÈlIB. 

177. Far trait pointe donnée nots en Ugn^ droite , on 
peut toujoure faire passer une eirconférenee , et ton 
n'en peut faire passer qu'une. 
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Soîeni C {fig, lâô) les trois poinls donnés; je 

mène les lignes AB, BC, surin milieu desquelles j'élève les 
droites perpenditiulaîres PX, QYieijedisd'abordqueces 
drotles perpendiculaires, prolongées saffisamoieDtf Iront se 
rencontrer. Si QY ne détail pas rencontrer PX , QY serait 
parallèle à PX, et par suite AB, qni par coDSirucUon est 
perpendiculaii c à PX, serait aussi perpendiculaire à QY 
(11^. cor. 2); donc, on pourrait d'un inéme point B, abais- 
ser deux perpendiculaires BR,BQ, sur une même droite QY, 
ce qui est absurde ; ainsi les droites PX, QY, ne sont pas pa- 
rallèles. Soit 0 leur point de rencontre ; le point 0 apparie* 
nani à la fois à des droites perpendiculaires sur le milieu 
des lignes AB , BC, est également éloigné des extrémités 
A, B» C de ces droites (50. cor ); donc, en joignant le 
point Oaux poiuis A, B, C, on aura irois obliques égales ; 
alors, si luu décrii uiio circonférence en prenani le poiui 
O pour cenu 0 , et pour rayon Tune OA de ces obliques , 
celle circoniérence passera par les trois poinls donnés 
A, B, C. Ainsi, par trois points donnes non en ligne 
droite , on peut toujours faire passer une eireonfe'rence. 

Je dis de plus qu'on n*en peut faire passer qu'une. Sup- 
posons qu'une seconde circonférence puisse passer par les 
trois points A, B, C; les lignes AB, BG, seront des cordes 
de cette circonférence, ci comme les droiics PX , QY, suui 
respectivement perpendiculaires sur ie aiilicu de ces 
cordes , elles iront passer par le centre de la nouvelle 
circonférence j donc, les deux circonférences auront 
même centre 0. £lles auront aussi même rayon , car le 
point A appartenant à la nouvelle circonférence, OA sera 
le rayon de cette circonférence; et , comme OA est aussi le 
rayon de la première, les deux circonférences auront même 
centre et même rayon , et coïncideront parfaitement. 
• G. Q. F. D. 

1" Corollaire . Une circoîifcrence donnée peut être 
rencontrée en deux points, pur une infinité d'autres. 
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£a effei , on peui se doDner deux points sur la circon* 
férence proposé, puis un point exiérieur» et faire passer 
une circonférence par ces trois points ; et , comme on peut 
faire varier à volonté ia position du point extérieur, Il en 
rësaUe que par les deux points pris sur la circonférence 
doiiiirc, on pourra faire pabseti^ianl de circonféreuceb qu'où 
voudra. 

5* Corollaire. Deux circonférences excentriques ne 
sauraietitse rencontrer en plut de deux points; car dès 
que deux circonférences ont trois points communs, elles 
ont même centre et même rayon. 

ANALOGIE. — THÉORÈME. 

* 178. Par quatre points donnés, non situés dans le même plan, 
on peut toujours faire passer une sphère ^ et l'on n'en peut faire 
passer qu'une. 

l«r CorolUùre. Une sphère donnée peut être rencon^ée suivant 
m même cercle ^ par une injimté d* outres sphères, 

2* CoroUasre, Deux sphères excentriques ne sauraient se ren- 
contrer en plus de quatre points non sOués dans te mime plan 
(fîg. 136). V. N. P. 

A. L. D. A,B,C, trois, AB,BC, droite, PX, QY, 
L. A,B,C^6, quatre, AB,BC,BA, plan, PX,QY, SZ, 

A. L. D. si QY, circoTifércnco. 

L. si par exemple QY, sphère. 

THiOnÈHB. 

179. Quand deux cercles se coupent , la distance des 
centres est moindre que la somme des rayons, et plus 
grande que ia différence de ces mêmes rayons» 

(N. B.) Dans ce théorème et les suivants, qui seront 
relatifs à llntersectlon et au contact des cercles , je repré- 
senterai paril la distance des centres^ par R et r le plus 

grand et le plus petit rayon ; je marquerai aussi par 0 
et 0', les centres des cercles ayant respeciivemcui pour 
rayons K et r. 
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Soil {fig. 187) A l'un îles poinls d'înterscciion j je joins 
ce point avec les centres 0, 0\ par les rayons OA, 0' A; je 
mène égalemeoi 00% et le triangle OAO' donoera (144) 

00'<OA-fO'A, 00'>OA--0'A; 

mais 00' = rf, OA = R , A = r; remplaçant dans les 
inégalités précédentes 00', OA, O'A par leurs valeurs, 
il vient i/<R + r, i^>K— r. C.Q.F.D. 

ANALOGIE I. — THÉORÈME. 

* 180. f^fuand deux sphères se coupent , In dislance des centres 
est moindre que la somme des rayons, et pUis grande que la 
différence de ces mêmes rayons, 

V. N. P, A. L. D. cercle. 

L. ftphère. 

ANALOGIE II. — TULÛllÉME. 

* 181. Quand deux cercle; de (a sphère se coupent, la distance 
sphérique des pâles est moindre que la somme des rayons polaires^ 
et plus grande que la différence de ces mêmes rayons (lig. 138). 

V. a, 179, A. L. D. distance, centre. 

L. distanoe spbérique, p6le. 

TaÉORÈUE. 

18S. Quand deus eereiê* iont tangânii f la disianee 
dâi cenim e$i égale à la «ommtf ou à la différenee de$ 
rayon». 

Deux cas pourront se présenter : ou les deux cercles se- 
ront tangents extérieuremcju, ou ils le seront iiiiéricure- 
ment. 

1" Je joins le centre 0 avec le point de contact B/)'?//. 1^9), 
et je dis que la ligne de jonction passera par le centre 0' du 
petit cercle. Je suppose, pour un iostant, que le point 0' 
soit extérieur à cette ligne ; je Joins le point 0' avec le point 
B, etie triangle OO'B donnera 00'<OB + 0'B; mais 
00'=== OB +0'C, donc OB + O'C <0B + 0'B; suppri- 
inani aux deux membres de couc inégaUic le terme corn* 
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niun UB, il leble O'C < U' 13 ; recul ai ubsuiile, cai le puiul 
C étant cxtëricui au \mùi cercle , lioii êlre pUis éloigoé du 
ceutrc U' que ac l esi le point B; les centrca tt k point de 
contact sont donc situes sur la même ligne, et alors ou 
a régalUé rf = R+r. G. Q. F. D. 

2* (V. cas), (fig. 140.) A. L. D. OB, + r. 

L. OB, 0(y, — r. 

ANALOGIE I. — THÉORÈME. 

1 83. Quand deux sphères sont tongenies, ta lUstanee des eetUres 
est égale à ta somme eu à ta Affèeenee des rayons* 

V. N. P. A. L. D. cercle. 

L. sphère. 

AKALOGiS u. ^ THÉOAÉME. 

* 1S4. Quand deux eeretes de ta sphère sont tastgenis^ ta distance 
spttérUfue des pâtes est égale à la somme eu à la d^érence des 
rayons potakes (fig. lH et 

V. N. 18S. A. L. D. centre, ligne. 

L. pôle , arc de grand eerde. 

thAorèiis. 

185. Quattd deux eereiee ne ee rencentreni pas, la 
diêtanee des eenêree eei ou plus grande que la somme 

des rayons , ou moindre que la diffère ne t. de cea mêmes 
rayons. 

Deux cas pourrooi se présenter : ou les deux cercles se- 
roni extérieurs, ou Us seront intérieurs. 

1* Soient (fig- B et C les points où la ligne qui 
joint les centres rencontre les deux cercles ; nous aurons 
00'> 0B+ O'C, car 00' surpasse OB+O'C de la 
quantité BC; remplaçant, dans rînégalitf? précédente, 00' 
par t/, OB par R, et O'C par r, celle inégalité devient 
rf>R + r. C. Q. F. D. 

Soient (fig. ihU) B et G les points où la ligne qui 
jouit les centres rencontre les deux cercles; uuus aurons 
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évidemment or<OB; mais OC = </+r, el OB R ; 
par conséqueni d + <C R i d'où d<JX — r. C. Q. F. D. 

ANALOGIE I. — THÉORÈME. 

* 1B6. Quand deux sphères ne se rencontrent pas ^ la distante des 
centres est ou plus grande que la somme des roffcmi^ om moindre 
911e la di^érencé de eeê mêmei rmf&nê. 

V. N. P. A. L. D. oerde. 

L. sphère* 

AMALOGIB II. — TH60BillB. 

* 487. Quand dcuA cercles de la sphère ne reurohU iiu 

la distance sphcrique des; pôles est ou plus grande que la somme des 
rayons polaires, ou moindre que la lUJjftrencc de ces nu mcs rayons 
(fig. 14o et 1 iOj. 

(N. B.) Deux cercles de la sphère sont exiérieun ou intéricwri, 
suivant que les calottes spbériques qui leur correspondent» sont 
extérieures ou intérieures. Cela posé, etc. 

V. N. 185. A. L. D. ligne « centre. 

L. arc de grand cercle, p61e. 

TBéORÀlIB. 

188. Hicipi'oiiHciiitiit , *f pouy deux cercles donnés dt 
grandeur ei de poiilion , la disUntcc des centres est 
moindre que la somme des rayons, et plus grande que la 
différwfiee dê eei mêmes rayoni^ les deux cercles se cou- 
pêtûHi, 

D'abord, les deux cercles devront se rencontrer; car s'ils 
ne se rencontraient pas, on aurait on rf>R+r, ou</<R— r, 

ce qui est contre 1 liypollièsc j les deux cercles ne seroni 
pas non plus tangents, car si cela ëiaît, on auraii i)u 
cif=U ^ r si le contact dlaii cxtérionr, oue^=:R — r s'il 
était inlcrieur,ce qui est encore contre l'hypothèse; ainsi 
tes deux cercles doivent se rencontrer, ils ne peuvent être 
tangents, donc Hs d 'ivent ui^cessairemeni se couper. 
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ANALOOIBI. — TB^ORÈHB. 

* 180. liéciproqucmcnt , si pour dettx sphères données de graw 
dcur et de position , In distanee des cenires est moindre que la Sûmtne 
des rayons, et plus grande que la dijjércnce de ces mâtncs rayons, 
les Uetix sphères se couperont. 

V. N. P. A. L. D. cercle. 

L. sphère. 

AHALOGIE It. — raéOBftlIB. 

* 190. Uéeiproqucment^ si pour deux cercles de la sphère, 
donnes de grandeur et de position, lu distance sphérique des pôles 
est moindre que la somme des rayons polaires, et plus grande que 
la différence de ces mêmes rayons, les deux cercles se couperont, 
V. N. 188. 

THfiORàVB. 

191 . Heciproquemeni , #• pour deux cercles donnes de 

grandeur et de position, la distance des centres est 
égale à la somme ou à la dilf 'érence des rayons , les deux 
cercles seront tangents. 

i"" Je suppose R -|-r, ei je dis que les deux cercles 
se loucheront extérieurement. D^abord , les deux cercles 
devront se rencontrer, car s*ils ne se rencontraient pas, Ton 
aurait ou rf> R-|-»'s*ils étaient extérieurs , ou c/<R--r 
s'ils étaient inlérieurs ; or, la première de ces inégaliiés 
n*a pas lieu, puisque par hypoilièse(/ = R-[-r; la deuxièiiic 
n'a pas lieu non plus, car puisque d^^-^r^ d u'estpas 
moindre que R — r$ ainsi les deux cercles se rencontre- 
ront. De plas ils ne se couperont pas , car si cela arrivait , 
on aurait R-j-r, ce qui est contre l'hypothèse ; donc> 
les deux cercles seront tangents. Je dis aussi que le contact 
sera extérieur; car s'il était intérieur, on aurait (/=R—r, 
ce qui est coiiire riiYpoihèsc. C. Q. F. D. 

2°Soii maialeuaut c^R— r, et je disque les deux cercles 
se toucheront intérieurement. D*abord les deux cercles se 
rencontreront, car s'ils ne se rencontraient pas, cette ëga- 
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lUé o'auraii pas lieu . do plus , ils ne se couperont pas, car 
s'ils se coupaieiu, un aurait Il — r, ce «jui esl conire 
à'bypoihèsei donc les deux cercles seront tangents. Je dis 
aussi que leconiaclsera intérieur, car s'il était extérieur, 
ou aurait d=K-^r^ee qui est contre Vhypothèse. 

ANAL0G1£I. — THÉORÈME. 

* 19â. Béditroquemênt^ H pmr deux spkèreê donnéêê é$ fnm- 
dewr et de potiUon^ ta dUtanee dee cenlm eH égate à la eomme au 
à ta d^éreace des rayoïu^ tee dêux ephèree eerM tangentee» 

Y. N. P. A. L. D. cercle* 

L. sphère. 

ANALOGIE II. — THioaÈNI. 

* 195. Réàproquement, H pem deux ceretee de ta epMre 
donnés de grandeur et de pesition, ta ditlance tphèrique dee pâtes 
est égate à ta somme eu à ta d^érenee des ragons polaires, tes deux 
eeretes seront tangents* T. N. 191. 

THËOEÈME. 

194* JUfaiprofuemeni, si pour dou» eeroioe donnés do 
grandeur ot do pontion^ ia dUtaneo dos centres ost plus 
grande que ta somma des royoftf, ou moindro quo lu 

différence de ces mêmes rayons, les doux eoreles ne se 

rencontreront pas. 

i° Supposons K-f* d'abord les deux cercles ne 
seront pas tangents, car si cela était , on aurait ou ^R-|-r, 
ou<^=R — r, ce qui est contre rhypoihèse; les deux 
cercles ne pourront pas non plus se couper, car s'ils se cou- 
paient, on aurait dKJà + r, ce qui est encore contre Thypo- 
thèse; doue, les deux cercles ne se rencontreront pas. Je 
dis aussi qu'ils seront extérieurs, car s'ils étaient intérieurs^ 
ou aurait d<CK — r, ce qui esl contre rii^puilièse. 

t'* On démontrera, comme précédemment, que les 
deux cercles ne se rencontreront pas, en supposant 
i<<R — n 

16 
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ANALOGIE I. — TBÉORÈME. 

* 195. Béciproquement , «t pottr deux sphères données de gran^ 
deur itdepositum, la distance des tenir es est pUss grtmde que la 
eesnme des ra^s, m momdre ifue ia différence de eee mêmes 
Toyens^ les d^tx sphères ne ss reneentrerent pas* 

V, N. P, A. li. D, cercle, 

L. sphère. 

ANALOGIE II. — THÉORÈME. 

* 196. Réûproquement, si pour deux cercles de la sphère 
donnés de grandeur et de posiUen, la distance sphérique des pôles 
est plus grande que la somme des rayons poloireSj ou moindre que 
la d^érenee de ces mêmes rayons, les deux cercles ne se reneon-- 
treroni pas, V. N. idé. 

PROBLÈME. 

197. Etant donnes deux côie's a et b d'un triangle, 
avec P angle C qu'ils comprennent, construire U iriasêgle 
(fig. l/i7> 

Je trace une ligne indéfinie DX, ei sur celte ligne» je 
prends la partie DE égaie à l'un quelconque a des côtés 
donnés; au poiDt D je tire la ligne indéfinie DY, qui fasse avec 

DX l*angleD = C; surDY je prends DF = i&; je joins le 
point F au point £ par la ligne FEj ei le triangle DFE sera 
le iriangic demandé , car iisaiisfaii à l'énoncé du problème. 

Scolie. ïûui autre triangle construil avec les côtés a, b 
ei Faugie C compris , sci a égal au u-iaugle Df £ (1A8). 

ANAtOGIB. ^ PBOBLÈIIE. 

* 198. Etant donnés deux côtés a et b d'un triangle sphérique, 
uvec l'angle C qu'ils comprennent, constnâre le triangle (fig, 148}. 

V. N. P* A. L. D. ligne» seraégaL 

L. arc de grand cercle, sera égal ou spnétriqne. 

PROBLÈME. 

199. £tant donnes un côte et deusf angles ttun tria»' 
glâ, eonetruire le triangle. 
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Deux cas pourront se pi csenier : ou les deux angles se- 
ront adjaceuis au cùié donné, ou Tun d'eax sera adjacent, 
l'autre opposé. 

r Soit a le côté donné, B et C les angles doonés 
(fig. l/i9) qui doivent élre adjacents au côté a. Pour cons- 
truire le triangle, je trace une ligne indéfinie DX, et sur cette 
ligne je prends DE s» a ; au point D je tire pareillement la 
ligne DY^ qui fosse avec DE un angle égal & Tua quelconque 
B des angles donnés; au point E je lire pareillenicut la ligne 
EZ, qui fasse avec DE un angle égal à G; je prolonge EZ jus- 
qu'à sa f t iicunii c en F avec DY; et le triangle DFE sera le 
triangle demandé, car il satisfait à Ténoncé du problème. 

ScoUe, Tout autre triangle construit avec le côté a, et 
les deux angles adjacenu B et C, sera égal au triangle DFE. 

2^ Soient toi^ours 41, B et C le côté et les angles don- 
nés, et supposons , pour fixer les idées, que Fangle B sofi 
adjacent au côté Pour construire le triangle, je lire une 
liL; ne iiidctiuie DX/^<7. 150 ) sur laquelle je prends DE=a; 
à i une D des exlréniités de DE, je fais l'anp^îe ED Y= B; en 
un point quelconque h de DY, je consiruis l'angle D%=C, 
et par le point £ je tire £F parallèle 'àgh\ le triangfe DFE 
sera le triangle demandé. £n effet, le côté DE = a ; Tan- 
gle D, qui est égal à Tangle B, est adjacent au oôté DE^ de 
plus, les angles DFE, D%, «ont égaux comme étant cor- 
respondants; mais par construction DA</ =C, dontT aussi 
DFE = C , CL cet angle esi opposé au côté DE. 

ScolU, Tout autre triangle, construit avec le côté a et 
les angles B et C , dont un seul adjacent à a , sera égal au 
triangle Df £. 

ANALO6IB. — ^AOBLiMB. 

* 900. EUmî éonnh tm tùtè et deux angles <Pun trUmgle tphé- 

rique, construire le triangle. 

Deux cas pourront se présenter : ou les deux angles s^ont ac^a- 
cents au c<jlé donné, ou Tun sera adjacent, Paulre opposé. 

(jig. 151} 1" cas. (V. iN. P. 1" cas et scol.) 
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A. L. D« ligue , sera égal. 

L. arc de grand eerde, sera égal ou sy métrique. 
2* ea$. Soient maintenant A et B le côté elles angles donnés; 
le suppose A opposé au côté a , B adjacent au même côté , et admet- 
tons^ pour un instant, que le problème soit résolu; BAC (fig. 
étant le triangle cherché, si nous désignons par 6 et c les côtés 
opposés aux angles B et C , et que nous construisions le triangle 
B'A'C supplémentaire du triangle BAC , nous aurons, en adoptant 
pour le triangle B'A'C une notation analogue à la précédente, 
af = i80« — A, = 180O — P., A' = 180* — a (ii7); 
d'où il suit que la question se trouve ramenée à construire le 
triangle B'A'C, connaissant dcu r côtés et l'angle opposé à l*un 
d'i tix; car, le Uiaii^'lc B'A'C éUiiiL uikî fois conslruil, on obtiendra 
i'uuLre en conslruisaut ic supplémciilairc de B A G' (V. 205). 

PBOnLàME. 

201. CùMÊnnre un triangh avee trais Ugnei données 
- D, R, r. 

Je trace unelîgneOO • (^fig- 152) égale à Tune quelconque 
Ddcs Uois lignes données; des points 0 et 0' pris pour 
centres, et avec R et r pour rayons , je décris au-dessus un 
au-dessous de 00', deux arcs de cercle qui se coupent en Mj 
je joins le point M aux points O et 6' par les lignes MO, 
MO'; et le triangle OMO' sera le triangle demandé, car II 
satisfait à Ténoncé du problème. 
' 1"* Scoiie, Tout autre triangle construit avec les trois 
lignes données D, B, r, sera égal au triangle CMC 

Scolie. On sait que dans tout triangle un côté quel- 
conqueesi moindre que la somme des deux auti es ^ par con- 
séquent, le triangle demandé ne pourra être construit 
avec le» trois lignes données, si la plus grande de ces 
lignes n est pas moindre que la eemme des deux autres. 
Reste à savoir si Ton pourra toujours construire un triangle 
avec trois lignes données , quand la plus grande de ces 
lignes sera moindre que la somme des deux autres. Pour 
fixer les idées , soit D la plus grande de ces lignes ; noua 
avons par hypothèse D < R + r j et comme la ligne D est 
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plas grande que R et à plus forte raison nous aurons anssi 

D^-R — r/ par conséquent, les circonférences décrites 
dos extrémités deOO'=rf, avec les rayons R ei r, se ren- 
contreront toujours en deux poiiits; donc, enjoignant par 
des lignes avec 0 eiO', l'un quelconque des points d'inter- 
section, on formera un triangle ayant ses trois côtés respec- 
livemeut égaux à JD, r. Ainsi , pour qu*on puisse cons- 
truire un triangle avee troi$ ligtêe» dannéet^ il faut et il 
suffit que la plus grande de ces lignes, sûit moindre que 
la somme des deu» autres, 

ÀNALOGU I. THÉOR^B. 

* 902* Censtmre un triangU spkérique avec troU ares de grand 
cercU donnés D, R, n (Fig. 185.} (Y. N. P.) 

A. L. I). ligne ^ centre, seiaégal. 

L. aie de grand eorde, pôle, sera égal ou^jrmétrique. 

AKALOGIB II. — THÉORÈIIB. 

* 205. Construire un triangle sphérique avec trais angles 
donnés A, G. 

Le triangle supplémentaire du triangle cherché, devant avoir 
pour eôt^ 

a' = 180« — A, 6' = ISO*» — B, (/ = 180» — C, 

on pourra construire ce triangle; et ce trianc:lc une fois conslruit, 
on en déduira sans peine le triangle cherché. La question est donc 
ramenée h déterminer les côtés a', b', d , connaissant les valeurs 
graphiques des angles donnés A, B, G. Je suppose, par exemple, 
qu*on veuille construire el; à cet effet, on prolongera Tua des côtés 
de l'angle A, et l'on aura, dansTangle adjacent A', le supplément 
de Pangle donné \ d( crivant ensuite un arc de grand cercle entre 
les côtés de l'angle A% en prenant pour pôle le sommet de cet 
angle ^ on aura Parc de grand cercle demandé; car^ cet arc 
étant la mesure de A% on aura a' = A' =s \^ — A. On déter^ 
minerait de la même manière les deux autres côtés 6', c'. 

SofMe, On peut aussi construire aisément un angle sphérique, 
qui soit le supplément d'un arc donné a. A cet effet, on prolongera 
Parc donné jusqu'il le rendre égal à une demi-cireonférence, et 
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l'on aura, dans ce piolongemeol le auppléiDeiit de Tare donné; 
cherchant ensuite Tun des pôles de cet arc, on joindra cepoinlavecles 
deux extrémités de a' par des arcs de grand cercle, et Pangle A', 
fonné par ces deux arcs, sera Tangle demandé; car, cet angle 
ayant pour mesure on aura k* ^ cf = 180* «• 

206. Etant donnés deux côtes a et b d'un triangle,' 
avec r angle A opposé à l'un d'eux a, construire le trian- 
gle. 

Son YOX (fig. 154) l'angle donné A , et OC = -6 le côlé 
donné adjacent à cet angle ; le second côté donné a devant 
abovUr mr OX à droite 4e 0 , ai Ton déoiit lui arc de cercle 
en prenant C pour centre et a pour rayon, cet arc de cercle 
renconirera généralement OX ; si la rencontre se lait à 
droite de O en mou deux points, on joindra ce point ou 
ces poinis avec le point C , cl l'on aui'a un iriangle ou deux 
triangles répondant à l'énoncé. 

Recherchons maintenant dans quels cas le problème ad- 
met nne ou deuxsolntions, ou bien n'en admet ancune. 
Dans ce but , abaissons la perpendiculaire GPy ei remar- 
quons tout d*abord que UeMane devra paséire inférieur 

à la perpendiculaire CP. Si a = CP, un iriangle rectangle 
OCP répondra seul à !a question , puurvu toutefois que A 
soîi aigu; si a est > CP, le côlé a pourra prendre 
deux positions CB» CB% également écartées du point P, et 
ilyawa deux triangles OGB, OCB', construits avec les 
mêmes données , on m sent , snlvan4 que les points B et B ' 
seront placés à droite de ou Tun à droite, fautre à 
gandie. a étant >> CP et l'angle A aigu, pour que les points 
B et B' tombent à droite de 0, il faut et il sufiii que a soit 
<C b (58. 2* cas); et pour qu'un seul de ces poinis tombe à 
droite de 0, il faut et il sufiit que a soit ^ b. a ciaui tou- 
jours > CP, si l'angle A est droit ou obtus, a devra surpas- 
ser b (173)9 celA éiant , nn seul des points B et h' tom- 
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bera à droite de 0. En discntani ainsi, suecessivement, les 
cas oà l'oD aurait a = CP» a > CP, et Fangle A aigu, droit 
00 obtus» 00 pourra ëiabilr les caractères suivants : 

!A<00*' une solution. 
A=yO" pas de solution. 
A > 90* pas de solution. 

f / a<6 deux solutions. 

[ A<90* ] ass6 une solution. 
I ^ a>fr une solution. 

a>CP < A«B9t^ I a> 6 une solution. 

I t a<6 pas de solution, 

f A>90° \ fl = f> pas tir snliilina, 

AKALOGIB. — raonLÈME. 

* 205. Etant donnes deux côtés a et b d'un triangle sphérique , 
avec V angle A opposé à Vim (Veux a, consinùre le triangle. 

Soit TiOX (fig. ioo) Tanglc doimé A, OC = 6 le côté donné 
adjacent a cet angle; le second cùlé donné a devant aboutir sur ( )X, 
entre le point 0 et le sccoiul point de rencontre (V, si on décrit un 
arc de cercle en prenant C pour pôle et a pour rayon idlaire, cet 
arc de cercle rencontrera généralement OX ; si la reiicnuLre se fait 
entre 0 et C en un ou deux points, on joindra ce point ou ces 
points avec le point G , ot Ton aura un triangle ou deux triangles 
répondant à Ténoncé. 

Rccherrhons maintenant dans quel cas le problème admet une 
ou deux solutions, ou bien n'en admet aucune. Dans ce but, 
abaissons Tare perpendiculaire CP, et remarijnnns i nii d'abord 
(juc le côté a, ne devm pas être inférieur ou supérieur a L'arc CP, 
suivant que l'angle A sera aigu ou obtus; en effet, dans le 
l*' cas CP étant moindre qu'un quadrant (17i. scol.), sera moindre 
que tous les arcs obliques sur OX émanant du point lesquels 
croîtront en s' écartant du point P (86); dans le 2<» cas CP étant plus 
grand qu'un quadrant^ sera plus grand que tous les arcs obliques 
sur OX émanant du point C, lesquels décroîtront en s*écartant 
du point P (86. cor.i). Sia=CP, un triangle rectangle ACP répondra 
seul à la question , pourvu toutefois que A soit aigu ou obtus, car 
il est é?ident que le problème n'admettra pas de solution lorsque 
A sera droit. A étant aigu, si a est > GP, a pouna prendre deux 
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positions Gfi, CB', également écartées du point et il y aura 
deux triangles construits avec les mêmes doniucs, ou un seul, 
suivant que les points B cl B' seront placés enlic 0 et 0', ou Tun 
entre ces deux ])oints, l'autre en dehors, A élanl obtus^ si a est 
< CP, a pourra prendre pareillement deux ixisilions CB, CB', 
éjçalement écartées du point P, et il y aura deux triangles cons- 
truits avec les mémos données, ou un seul, suivant que les 
points B et B' i inheront entre 0 et 0', ou Pun entre ces deux 
points, l'autre en «ieliors. 

L'an^^le A étant aigu et a > CP, pour que les points B et B' 
tomi)enL entre 0 et 0', il faut et il suffit que le cAté a soit moindre 
que le plus petit des deux arcs CO, CCK; et pour (pi'un seul de 
ces points tombe entre 0 et (V, il faut, ou que {i soit compris 
entre CO, CO', ou qu'il soit égal au plus petit de ces arcs; Pangle 
A étant obtus et a < GP, pour que les points B et B' tombent entre 
0 et o', il faut et il suffit que le côté a surpasse le plus grand des 
arcs CO, CCV, et pour qu'un seul de ces points tombe entre 0 etC, 
il faut, ou que a soit compris entre CO et CO', ou qu'il soit égal 
" au plus grand de ces arcs. En discutant de même le cas ou 
Pangle A serait droit, ou pourra établir les caractères suivants : 

( A < 90** une solut ion . 
o = CP ! A=90'» pas de solution. 
' A > 90" une solution. 

I ia<b deux solutions. 

b <90'* ] tt=sb une solution. 

{a>bj mais a <■ ISO'*— une aflution. 

!a<6deux solulions. 
n~.h\m<^ t]r scluîion. 
a> ^/ p.i^ sfilulion. 

!a<18U" — b deux solutions. 
a=j80»— 6 une solution. 
a> 1 80«— ^9 maisa < 6, unesolution . 

f a < 6 pas de solution. 
A <90* J a=6 pas de solution. 

a > 6, mais a<i 80" — fc, unesolution. 

«<6 pas de solution. 
A=:90* V b =90* { a=b une inlinilé de solutions. 

unesolution. 



V 
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il ta>18O«-*è(l0intflûl(^iif. 
i b <9(^ ] assi80<*— une solution, 
l ( a<180*^, mais a>6yUne soloUon. 
T { a>6 deux solulions. 

A>90^ /(>ss90<'|a=6 pas de solution. 
J ' ii<6pas(lo solulinn. 

f 1 a> 6 deux soiuUouâ. 

F 6 >90*> I a=6 une solution. 
V i4i<6,ma]8i»180<^9aii€80liitMm. 

PROBLÈME. 

206» Detis anghê Aeih (fig. 156) d'un ifianglâ éîani , 
donnas, trouver te irainèmê angle. 
Nommons Y Tangle cherché ; comme cet angle doii être 

tel , qu'ajouté à la somme Â 4- B des auglcs donnés , on 
obtienne A -j- B Y = 2^, je trace, pour l'obtenir, une 
ligne indéfinie CX; en un point quelconque D de celte 
ligne, je construis les angles consécutifs CDE, EDF, res- 
pectiveiiieni é^aux aux niigies donnés A et B, ei je dis que 
le troisième angle FDX sera l'angle cherché. £a efiél» ces 
trois angles sont liés par la relailon 

PROBLÉHV. 

207. Par un point donné f mener une tangente à un 
cercle donne'. 

Deux cas pourront se présenter : on le point donné sera 
situé snr le cercle , on il sera extérieur an cercle. 

1** cas. Lfi point donné étant sur le cercle, on joindra 
ce point avec le centre par un rayon , puis on mènera une 

perpendiculaire à Textrémité de ce rajon ; celte perpendi- 
culaire sera la tangente demandée. 

2* cas. procède. Soit 0 la circonférence /fig. 167), 
et A le point extérieur par leqnel il faui mener la tangente; 
je joins le poini Â avec le centre 0, et je partage AO en 
deux parties égaies ; du milieu M de la droite AO, et avec 
MO pour rayon , Je décris une circonférence qui passera 
par les points 0 et A , et qui rencontrera nécessairement la 

17 
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première en deux.poims C ci D (188) ; je joins avec le point 
A les deux poinls C et D, et je dis que les ligues AC , AD, 
seront laogentesà la circonférence 0. En effet, lirani les 
rayons OC, OD, on forme les angles ACO, ADO» qui sont 
inscrits chacun dans une demi-circonférence, à savoir : le 
premier, dans la demi-circonléreoce OCA , le deuxième , 
dans la demi-circonfërence ODA ; donc les angles ACO, 
ADO, sont droits, et les lignes AC , AD, sont tangentes à la 
circonférence 0, comme étant respcciivemeni perpendi- 
culaires, aux extrémités C et D, des rayons OC, UD. 

* procédé. Du point 0 ffig. 158) ci nvoc un rayoii 
double du rayon du cei cle donné , je d(UM is une circonfé- 
rencej du point A, et avec AU pour rayon , je décris une 
nouvelle circonférence qui renconire la précédente en deux 
points A , S ; je joins le point O avec R et S, le point A avec 
les points C et D où les lignes OR, OS, rencontrent la 
circonférence donnée, et je dis que les lignes AC, AD, 
seront les tangentes demandées ; il résulte, en effet, de la 
couili ucùuo pi ccédeiiio , que les ii-iangles OAK , OAS, sont 
isocèles, et que les pumis C et D sont les milieux de leurs 
bases ; donc les lignes AC , AD, sont perpendiculaires aux 
extrémités C et D des rayons OC , OD, et sont par consé- 
quent tangentes. C. Q. F. D. 

Seolie, Les triangles rectangles AOC , AOD, ayant deux 
côtés égaux chacun à chacun, donnent AC := AD; par 
conséquent, les tangentes à un cercle, menées d'un point 
extérieur, sont égales. 

ANALOGIE I. — PKOBLEHE. 

* 208. Par un ftoint donné, mener un cône tangent à une 
sphère donnée, (fest-^-dire un cône dont le sommet soit au ftoint 
donnée et dont tes génératrices sment des tangentes à la sphère 
donnée* 

Soit A le point donné (fg. 157), et 0 le centre de la sphère 
donnée; par les points A et 0 je conduis un plan qui coupera la 
sphère suivant un grand eerde BGD; à ce grand cercle je mène une 
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tangente AC; puis je fais tourner simultanément, autour de AB, 
le demi-cercle RCM, et le triangle ACP; le demi-cercle engen- 
drera la spiiôre, et le triangle un c*me qui sera tangent à cette 
sphrre. C(! cône aura pour hauteur AP, pour apolhème ÂC^ enlin 
le rayon de sa base sera la perpendiculaire CP. 

d""** Scolic, Si du milieu M de la ligne AO ffig. 457), on décrit 
une spîn'^re , cette sphère couiiera la sphère donnée suivant un 
cercle qui sera la base du cnno tangent demandé. 

2® Scolic. Si du centre O (fig. 158) de la sphère donnée, on 
décrit une sphère avec un rayon double; si, du point donné A, 
on décrit une nouvelle sphère en prenant AO pour rayon, celle 
sphère rencontrera la précédente suivant un cercle; enfin , si l'on 
imagine un cAne ayant ce cercle pour base , et pour sommet le 
centre de la sphère donnée, ce cône coupera cette sphère suivant 
un cercle qui sera la base du cûne tangent demandé. 

ANALOGIE II. — PROBLÈIIS. 

** 209. Par un point donné, pris sur la surface de la sphère, 
mener un arc de grand cercle tangent à un cercle donné (fig. 159). 
V. N. ^7. 2* proc. avec scol. A. L. D. ligne, tangent. 

L. arc, arc tangent. 

THÉORÈME. 

* 210. Si une ligne AX (fig. 160) partage en deux 
parties egaiei un angle BAC, chaque point M de AX 
sera paiement éUngtté dee deus eétes AB, AC, de Vangle\ 
et réeiproquemenh loui point M également éloigné de$ 
deus côtés AB , AC , de l'angle BAC , sera situé sur la 
ligne qui partage eet angle en deux parties égales. 

V Du point M j'abaisse sur les côtés AB, AC, de Tangle, 
les perpendiculaires Ml', MQ, et je forme ainsi deux 
triangles rectangles MAP, MAQ, ayant même hypothénuse 
AM, et un angle aigu égal PAM = QAM ; ces deux 
triangles sont donc égaux. (163)} et par suite MP := MQ. 
C. Q. F. D. 

S« Je suppose maioieoani la perpendiculaire MP=MQ; 
par le point A ei le point M Je mène AX ; ei Je dis que AX 
partage en deux parties égales Tangle donné BAC. En effèt » 
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les triangles reciangles MAP, iMAQ, ayani môme hypo- 
Ihéniise et un côlé égal MP = MQ , soin égaux (161); 
par suite l'^gle PAM = QAM,^ C. Q. F. D. 

ANALOGIE I. — TaéOB&MB. 

Si un arc de (ji and cercle AX (fig. 161) partage en 
lieux parties égales tai angle ^phériquc BAC, chaque point M de 
AX sera également éloiijué des deux côtés AB, AC, de l'angle; et 
réciproquement , imU point M éfjalemcut éloigné des deux côtés 
AB, AC, de LUingte BAC, sera silué sur l'arc de grand cercle qui 
par luge cet angle en deux parties égales; les distances dont il 
s'agit^ étant mesurées par des ares de grand cercle, 
Y. N.P. A. LmD. perpendiculaire, aigu, égaux. 

L. arc perpenc^iculaire , oblique, symétriques. 

ANALOGIE II. — THÉORÈME. 

• SIS. SinapUm AX (^. 16!2) partage en deux parde$ égales 
vn dièdre ^kdCj chaque point M du plan AX sera égatmeiU élH" 
gné des deux facet AB^ AC, ciu dièdre; et réciproquement, tout 
point M également éloigné des deux faces AB , KC^ du dièdre 
BAaC, sera situé mw le plan gui partage ce dièdre en deux 
parties égales. 

Du point M j'abaisse sur les faces AB, AC, du dièdre, les 
perpendiculaires IIP, MQ, dont le plan est perpendiculaire à 
l'arète Aa (61. cor. 5) en un certain point A; je joins le point A 
aTec les points P et Q, et Je fonne ainsi deux triangles rectangles 
MAP, MAQ, ayant même hypothénuse Ali, et un angle aigu égal 
PAH s QAlf ; ces deux triangles sont donc égaux; et par suite 
liP=>lfQ* 

' t* Je suppose maintenant la peipendieulaire HP K^; saiYant 
rarète Aa et le point M, je mène le plan AX; et je dis que ce plan 
partage en deux parties égales le dièdie donné BAoC. En effet, les 
triangles rectangles MAP, HAQ, ayantm^ hypothénuse et un oOté 
égal , sont égaux ; par suite Tangle PAM = QAM; nuûs ces angles 
sont les modules lespectife des dièdres BAoX, GAoX, donc ces 
dièdres sont ^aux (64). G. Q. F. 0. 

PROBLÈME. 

213. Imcrire un cercle dans un triangle donné. 
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Suit BAC /fîg. ICî) le triangle proposé; je piiriage en 
deii\ jiarties égales les angles B et C , et soient BO el CO les 
lignes qui pariagent ces angles en parlies égales; 
chaque point de BO étant également éloigné de BA et de 
BC, et chaque point do CO éiaoi aassi égtilemeni éloigné 
de fiC ei de AC, le point de renconlre O sera également 
éloigné des iroîs oôlés da triangle j par suite les lignes 
perpendiculaires DP, OR y OS, sont égales; alors un cercle 
décrit du point 0, avec l'une d'elles pour rayon , touchera 
les trois côtés du triangle, et sera par conséquent le cercle 
demandé. 

1" Scolie. Les lignes qui pariagent en deux pariien 
égales les angles d'un triangle, vont concourir au centre 
du cercle inscrU, Cela résulte de ce que ce point est égale* 
ment éloigné des trois cétés du triangle* 

2* Seolie. Si le triangle BAC était isocèle, les angles B et 
C seraient égaux ; par suite leurs moitiés OBP, OCP, le 
seraiciiL aussi, et les triangles rectangles BOP, CUi', 
donneraient BP = CP; par coascquent y le cercle inscrit 
dans un triangle isocèle^ touche m son milieu la base de 
ce triangle^ 

CoroUaire. Le cercle inscrit dane un triangle equHor- 
téralf touche en eon milieu chacun des cétée de ce 
triangle, 

AHALOGIB I. raOBtftHB. 
**214. Inscrire un cercle dans un triangle apkérique donné 
ffig. 164). 

V. N. P. A. L. D. ligne, rayon. (*) 

L. arc, rayon polaire. 



n La dénumttnitioii de k %• acoUe, tapposeque let triangles sphê- 
ricfttes BÛP, OOP, lont sTmétriiiaet; or, û l'are OC était le prokm- 
gemeDt de BO, let ares BO et Corseraient senlement lupplémenuiresi 
ainsi que BP et CP^mab eette double eiroonttance ne peut se présenter» 
puisque l'arc BG est < ISO^. 
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ANALOGIE II. — PROBLÈME. 

*2i5 Inscrire une sphère dans un tétraèdre donné. 

Suivant les ariHes AB, AC f jifj. lOri), ji; conduis des plans qui 
partagent en deux parties égales les diôdrcs CABD, lîACD ; le plan 
conduit sjiivarit AI» ayant chacun de ses points h égale dislance des 
laces BAC» BÀD et le plan conduit suivant AC ayant aussi 

chacun de ses points à égale distance des faces BAC, CAD, l'inter- 
seclion AX de ces tlenx plans, aura chacun de ges points a égale 
distance des trois faces BÂC, BAD, CAD. Si Ton conduit main> 
tenant, suivant Tun quelconque BC des o6tés du triangle BDC, 
un plan qui partage en deux parties égales le dièdre AB€D, ce plan 
aura chacun de ses points k égale distance des deux fàces BAC» 
BCD; donc, l'intersection 0 de ce nouteau plan et de la droite AX, 
sera également éloigné des quatre faces du tétraèdre; donc les 
perpendiculaires OP, OU , OS, oi, abaissées sur ces quatre faces, 
sont égales; alors une sphère, décrite du point 0 aTec Tune de ces 
perpendiculaires pour rayon, touchera les quatre faces du tétra- 
èdre, et sera, par conséquent, la sphère demandée. 

i'* Scolie, Les plans qui partagent en pnrf'tes égales les dièdres 
d*un trièdre^ se coupent suivant la même droite. 

Car si par Tarète AD, on mène un plan qui partage en deux 
parties égales le dièdre BA0C, ce plan contiendra la ligne 
AX (212). 

2* ScoUe. Les plans qui partagent en parUeM égales U$ dièdres 
d^un tétraèdre^ vont concourir au centre de la epkère inscrite. Gela 
résulte de ce que ce point est également éloigné des quatre faces 
du tétraèdre. 

ANALOGIE III. — PROnLÈMB. 

* 216. Inscrire une sphère dans un cône donné. 

l'our rf'sou'lre ce problt'Uie , on inscrira un cercle dans un 
Iriangie isocclo double du triangle généraleur du cône, et l'on 
fera tourner simuUan(''ment, autour de l'axe du cùne, le triangle 
générateur, et le demi-cercle inscrit; le triangle engendrera le 
côncj et le demi-cercle la sphère inscrite. 
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ÉNONCÉS DE QUESTIONS A RÉSOUDRE. 



I. Quel est Tangle sous lequel , d'un point visible» mais 
inaccessible, oii vouait une droiic doiiiu'o. 

II. Tracer une luuie recliligne, fjni { tissant devnnt la 
porte d'une ferme donnée, passe a égale distance de deux 
autres fermes aussi données. 

III. Tracer une route rectiligne, qui passe à égale 
distance de trois villages doonés* 

lY. Tracer dans un parc un rond-poini , en conservant 
trots arbres principaux à la circonférence. 

y. Raccorder (^) deux arcs de cercle ayant des rayons 
quelconques, et leurs convexités tournées : 1° dans le 
même sens, 2° en sens inverse. 

Vf. Tracer dans un parc ou un jardin , un portiou de 
chemin en forme d'S. 

VIL Raccorder deux arcs de cercle de rayon difTérent^ 
et qui à leur tour se raccordent » en des points donnés, avec 
deux droites parallèles aussi données. 

Ce problème, qui est susceptible d'une infinité de 
solutions, est celui du tracé des voûtes en ares rampantê, 
c'esi-à-dii e des voiilcs soulcnucs par des pieds-droits 
d'inéf^ale hauienr, comme celles qui supportent l'un des 
escaliers moulant à la terrasse de Saiui-Gennaiu-cn-Laye. 

VliL Décrire un cercle qui soit langcnl à une droite 
donnée en un point donné » et qui passe par un autre point 
aussi donné, commet par exemple, si Ton avait à tracer dans 
un parc ou un jardin, une portion de chemin circulaire, 
assujettie à passer par un point donné , et à se raccorder 



(*) On dit que deux ligne» d'espèce quelconque se raccordent en 
un point donné » lorsqu'elles se rencontrent , en ce point , sans jarret 
ou inflexion*, on raccorde deux lignes en les rendant tangentes au 
point donné. ^ 
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en un point aussi donne , avec un olieniin i tciiligne déjà 
iracé. 

IX. Décrire iiii cercle qui soit tangenl à un cercle donné 
en un poiol douué, et qui passe par un autre point aussi 
donné, comme, p^r exemple, si dans uo parc ou un jardin, 
ron avaii à prolonger en forme d'$ une portion de chemin 
circulaire déjà tracé , en assi^eiiissant ce prolongement à 
passer par un point aussi donné. 

X. Deux cercles égaux 0,0', étant donnés, on propose 
de décrire un cercle qui soit langent aux deux cercles 
donnés en dts poims C, 1] ' , aussi duunés, et situés à égale 
dislance des exiréiuiiés A, A', de la ligne qui, passant 
par les deux cenires, se termine de part et d'autre à Tune 
et à l'autre circonférence. 

Ce problème est celui du tracé de l'ovale. 

XI. Tirer une ligne, qui partage en deux parties égales 
Tangle de deux droites qui ne se rencontrent pas, dana la 
portion de plan où elles sont tracées. 

XIL <!onnalssant Thypothénuse d*nn triangle rectangle , 
la somme ou la diilcrence des deux autres cuLés, construire 
le triangle. 

XIII. Coijsiruire un triangle connaissant un côté, 
Tangle oppt sé , cl la somme ou la différence des côtés qui 
comprennent cet angle. 

XIY. Un cercle et une droite étant donnés, on propose 
de mener au cercle une tangente qui soU : 1** perpendi- 
culaire, 2** parallèle à une droite donnée. 

Hueiitloiui de GëoméSrle dana l' espace. 

XY. Si d*on point quelconque pris dans Fintérleur d'un trièdie, 
on abaisse des perpendieulaires sur les faces de ce trièdre, on 
déterminera un nouTeau triMre dont les angles plans seront les 
suppléments respectli^ des dièdres du premier; et réciproque- 
ment, les animes plans du premier seront les suppléments lespectife 
des dièdres du second. 

XYL Connaissant les trois angles plans qui composent un trièdie» 
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délerminer, par une constraction plane (exécutée dans un plan), 
l'angle de deux faces. 

XVn. EtaiH donnés, deux des tiois angles plans qui composent 
un trièdre, avec Tan^^le que leurs plans font entre eux, déterminer 
le angle plan. 

XVm. Etant donnés, l'un des trois angles plans qui composent 
un trièdre, ainsi que les deux dièdres «dljacents, troum les deux 
autres angles plans et le 3^ dièdre. 

XIX. Par une droite donnée, mener un plan tangent h la surface 
4'une sphère. 

DES QUADRILATÈRES ET DES PÂRALLLLIPIPÈDES. 

217. Un quadrilatère eêt une portion de plan que 
quatre ligne» droite» enveloppent de toute» part». 

diagonale d^ un quadrilatère^ e»i la ligne droite qui 
joini h» eommei» de deus angle» non adjacente. 

Parmi les quadrilatères on distingue : 

1*^ Le parallélogramme^ dont le» côte» oppo»€8 tant 
parallèles. 

Le trapèze f dont deux côté» opposé» seulement »ont 

parallèle». 

h"" Le rectangle j dont le» angle» »ont droit» »an» que le» 
oote» »oienê tau» égaux» 

4* Le carrée dont le» angle» »oni droit» et dont le» eâid» 
eoni fou» égaux. 

Le lœange, dont le» côté» »onê ioue égaux eans que 
le* angle* soie ni droit». 

Lorsque Uk quatre sommet» d'un quadrilaUre ëoni 
placés sur la eirco^ife'rence d'un cercle, on dit que le 
quadrilatère est inscrit dan» ce cercle; en même temp»^ 
le cercle e»t circonscrit au quadrilatère. 

Un quadrilatère e»t ciroonterit à un cercle , loreque 
le» quatre côté» de ce quadrilatère »ont de» tangente» à 
la circonférence de ce cercle; dan» le même ca», le 
cercle est inscrit dans le quadrilatère, 

18 
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Seùiiâ, Le tteim^U ei U emrré iomt été pmraii^U' 
grammes (108). 

2i8. Vn hexaèdre est un solide terminé par six faces ptanesf ces 
Imcs mml évidenuneal dei ^adiilalères. 

ta dktfemiiéfvn hexaèdre eH la ligne droite qui joini (es sont" 
mets de deux angles solides non ad^aeents» 

V» hexaidre doni km six faes sont des paraUHognmmcsj se 
nomme parallélipipède, 

Vtûtml tespanUlélipipèdeson distingae : 

1* Le parallélipipède reekmgle, dont toutes let faces sont det 
reeUmgtesf 

2* Le cubCj dont toutes tes faces sont des carrés. 

Vn cylindre droit, ou simplement un cylindre, est un solide produit 
par la révolution d^un rectangle AHCD (lig. IGC), autour de l'un CD 
de ses côtés supposé immobile. Le côté immobile CD est faxe du 
cylindre. 

Pendant que les lignes CA, DB, décrivrnt autour des poinls 
C et D des cercles periieiidiculaires îi l'axe ( cercles qu'on nomme 
bases du cylindre), le côté AB décrit la surface convexe de «îolido. 
Il rés uUe de la génération du cylindre, que tout plan cundmi sun ant 
Vaxc coupe la surface suivant deux droites A li', E'F', que l'on 
nomme génératrices de celte surface, el le solide lui-même suivant 
un rectangle A'B'E'F', double du rectangle générnlnir ABCD. En 
elïet^ si Von fait tourner ie rcctaugle générateur AliCI) jusqu'à ce 
que son plau Cduicide avec le plan sécaiil, a rinstani où celle coïn- 
cidence aura lieu, la ligne ABsera tout entière dans le plan sécant; 
mais îa ligne AR re^te ronstimment sur la surface du cylindre, 
donc elle sera a la fois snj' le î ijUndre et dans leplan^ donc, Tinler- 
seclion demandée sera une ligne droite. Ainsi, la surface con- 
vexe d'un cylindre est rencontrée suivant une ligne droite A'B', 
par la partie du plan sécant située d'un côté de l'axe. Par la même 
raison, l'autre partie du plan sécant coupera la même surface sui- 
vant une autre droite £'F'; doftC^ tout plan conduit suivant Vaxe 
coupe la surface smoasit deux lignes droites, he cylindre étant lui- 
même coupé suivant le rectangle A'B'E'F', on peut remarquer que 
ce rectangle est formé de deux rectangles A'B'CD, K'F'GD, qui 
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sent respèeÛfemaX éganx aw rcetea g l e ^géaérattHr itBCD, imi«{ttè 
ce dernier, dans soo mouYementde rotation, Tient eoloeîder sae- 
oeâBÎYemeàtareecbaeim d*6ttt.ÂPégardd*unflafiperpeiidiettlnre 
à Vëxty metté |^ un point ({aetooiiqae P èe eet ne, eepUm ecupe- 
ra U cytinâre nhmê mt eercUy est la section produite n'est antre 
diose que le œtde engendré pair une Hgne PU, tournant autour du 
point P, en restant toujours pei^ndieulaire k l'axe CD. 

Si l'on coupe un cône par un plan paraEèle h la base, ($ sofMe 
cmpfU entre h pian eéeant et cetni de te baee est m trône de eâne. 
On pent regarder te tronc de câne comme engendré pair ta révotu^n 
d?un trapèze BCHP (Qg. 110), otctourdefimCP de «es cùtéesuppoU 
immobile, et adjacent à deux angles droits. Le o6lé immobile GP est 
Paxe du tronc de c6ne; BH le c^léou l^apoîkème; BC et HP les rayons 
des bases, ou eh d'autres termes les rayons des cerdes qui terminent 
le tronc. 

n résulte de la génération dutroncdecéoe, que si «ne ligne BB, 
située una enUèro d*u» même côté <f»ne droite CP et dans le même 
ptauj tourne atUmsr de GP, eelie Hgne BH parcourra la surface con^ 
vexe iPun tronc de cône dont elle sera le côté, GP l'axe, et les pcrpen'- 
dtculan'esBC, IIP, les rai/on«de«tose9. Ce tronc de o6ne se changera 
en un cdne on en un cylindre, suivant ([uc le trapèze BGfîP, se chan- 
gera lui-même en un triangle rectangle ou en un rectangle. 

Lorsque les huit sommets d'un hexaèdre sont placés sur la Sttr* 
face (Ttine sphère, on dit que Vhexaèdre est inscrit dans celle 
sphère,' en tneinc temps la sphère est circonscrite à l'hexaèdre . 

Lu hexaèdre est iucunscrït àune sphère^ lorsque les six faces de 
de cet hexaèdre sont des plans langênts a la surface de cette ^pUcrc; 
dans le même cas, la sphère est inscrite dans L'hexaèdre. 

Un cylindre est inscrit dans la sphère^ quand les cercles qui ser^ 
vent de hases au cylindre sont des cercles de cette sphère; en même 
tctnps In sphère est circonscrite au ctflindre. 

Un cijUndre est langent à la sphère, lorsque les génératrices de ce 
djUndrc sont des tangentes à cette sphère. 

Un e\jtindre est circonscrit à la sphère, lorsque ce c}}lindrc et les 
plans des cercles qui lui serr>ent de bases, sont tangents « cette 
sphère; en même temps la sphère est inscrite dans le cylindre. 

V Scolie. Dans un parallélipipèdc , toutes les arêtes qui se 
terminent à me même face sont porallèlcsi puisque ces arêtes sont 



les c^tés opposés de paraUélograiiimes qui, phs conséculivemeni, oui 

un côté commun. 

ê 

ScoUe, Dans tout parallélipipède rectamgUj ckaque urète est 
perpendiculaire au plan de la face à laquelle elle se termine. 
Ainsi, par exemple, rarèle Aa (fig, 170) du parallélipipède rec^ 
. tangle AbCbabcd, est perpenfiiciilairc au plan de la face ÂfiCD, 
car les angles BAC, oAC étant droits par hypothèse» Aa est à la 
fois perpendiculaire aux lignes AB, AC. 

3' ScoUe, Toutes les faces d*un cube sont des carrés égauxf 
puisque ces carrés, pris consécutivement^ ont un côté commun. 

TliLURKME. 

219. Deux parallelogrammeê êoni égaux ^ quand iU 
ont un angle égal eompriê entre deux ûôtée égau^e 
chacun à chacun. 

Ce théorème se démontre sans peine par la superposition. 

Corollaire. Deu» redanglee eont égaux y quand ils 
ont deu» cMs eoniigus égaux chacun à chacun* 

ANALOGIE. — THÉOBÈMË. 

* Deux parallélipipèdes sont égaux, quandils ontun trièdre 
cempris sous trois faces égaies chacune à ehacunef et lUsposées de 
la même nmnière. 

Ce théorème se démontre sans peine par la superposition. 

THiORÉlIB. 

221. Les cuft/s opposés d'un parallélogramme sont 
égaux^ ou, en d'autres termes, deujo parallèles comprises 
etitre deux autres parallèles sont égales. 

Dans le parallélogramme quelconque AtiCD ffig, 167) 
je lire la diagonale BC, et je compare les triangles ABC, 
DBC ; dans ces triangles, les angles marqués 1 sont égaux 
comme étant alternes-internes i les angles marqués 2 sont 
égaux par la même raison ; ei comme les deux, triangles ont 
le côté BC commun , ils sont égaux (lô2); mais dans deux 
triangles égaux les côtés opposés aux angles égaux sont 
égaux , donc AB = CD, AC = BD. Quant aux angles 
opposés BAC, BDC, et ABD, ACD, ils sont aussi égaux , 
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comme ayant leurs côtés respeciivemeol parjiUèles et 
dirigés en sens contraire. 

Coroltaire, Tou9 leê pointé d'une droite ionf^aiemeni 
diêtante de $a parallèle. 

Je prends sur la droite donnée ÂB ffig, 168) deux points 
quelconques a et h, et de ces deux points j'abaisse sur la 
iliûiie CD, que je suppose parallèle à AB, les perpen- 
diculaires ac , hd; comme ces perpendiculaires sont 
parallèles (108), elles sont égaies. 

ScoUe. Les lignes ne , hd, étant aussi perpendiculaires 
sur AB (114. cor. 2), il en résulte que la distance à la 
droite AB de chacun des points de CD, est la même que la 
distance à la droite CD de chacun des points de AB. On 
énonce cette réciprocité en disant que deuw dro4te$ 
parallèlei sont partout également dUtante». 

ANALOGIE I. — THÉORÈME. 

222. Dem paraUètêi eon^itrUe$ entre deux plans paratUtes «ml 
égales. 

En effet, le plan des deux parallèles ae, M (fig. 169), eeupant les 
plans donnés AB, CD, suivant deux droites ab, cd, qui sont parallèles 
(109. sûol.}, la figure abed est un pandièlogiamme, et par suite 
ae^bd (221). G. Q. F. D. 

CemUaire* Teiu tes points d^m pian sont égatement distants 
4e son parallèle ffig . 169). 

V. N. P. cor. et scol. A. L. D. droite. 

L. plan. 

2* SeoUe* Toutes les arêtes d^unparalléUpipède, qui se terminent 
à ttftemJme/âcejiofif^afef/puisqueQesarètessoatlescôtés oppo- 
sés de parallélogrammes qui , pris consécutivement, ont un côté 
commun. 

ANALOGIE II. THÉORÉlfE. 

âi5. Datif foui parallélipipède, les faces opposées sonl égales et 
parallèles. 

Considérons (fig. 170) les paraliélogrammes opposés XBab , 
CDrrf; Tangle DAa du premier puralli'loi:raiiinie est égal h l'angle 
iXic du second (128]^ el comme ks côtés AB, Âa qui compreuucul 



Digitized by Google 



142 

PaDgte Bkûy sont respectivement égaux aux côtés CD, Ce qui oom- 
prennent Fangle DGc, il en résulte que les pari^iélograinnes com- 
parés sont égm (219) ; déplus, le plan du premier paraUélograBi- 
me est parallèle au plan du second, car le premier plan contient 
deux droites qui se coupent, et qui sont respectiTement parallèles à 
deux autres droites qui se coupent, situées dans le plan du second 
parallélogramme (115. cor. 4). On prouverait de la même manière 
que deux autresiaoes opposées quelconques, sont égales et parallèles . 
Quand aux angles solides opposés, ils sont syiAétriques^ car les angles 
{dans qui les forment, ayant leurs edtés respectiTement paraBèles et 
dirigés en sens contraire, sont égaux; et de ces angles plans 
égaux sfHit disposés éans un ofdre inverse» 

* CûrêUair0. Si am frro(onge deifuanUUs égales hê arites eon- 
Uçttës ^un paralUlipipèdey etquesttr ces tnis mrètes ainsi proUm- 
gées on conttruise un wnmem ptnraUélipipède, ce paraUélipipèés 
sera U symétrique du paralUUpIpèdê donné. 

En effet (Jig. 171), dans chaque parallélipipède, les diverses 
faces sont respectivement égales aux faces de ce parallélipipède 
qui ooncourent au point A ; raais les faces qui, éaâs Tob ées deux 
sdides, ccRLCOurent au point Â , sont respectivement égales aux 
faces de Pautre qui concourent au même point (^0), donc les deux 
parallélipipèdes ont leurs faces égales chacune à chacune ; de plus, 
les trièdres dont les sommets sont sur les faces AIîCD, A'Ii'C'D', sont 
symétriques chacun a chacun , ainsi que les trièdres <lont les som- 
mets sont sur les laces abcd, afb'c'd ; donc, les deux parallélipi- 
pèdes sont symétriques. 

* i'^ Scolie. Deux parallélipipèdes sont symétriques, quand ils 
ont un trièdre compris sous trois faces égales chacune à chacune, et 
disposées dans un ordre inverse. En effet, l'un des parallélipipèdes 
donnés est égal au sym(''(rique de Taulre (230). 

2* Scoliff. Deux parallélipipèdes rectangles sont égaux, quand 
ils ont trois arêtes cnntiguës égales chacune à chacune. ï.es trois 
faces que déternujH nf f|;ms chaque parallélipipède les arêtes 
contiguès, étant égales de part et d'autre (219, cor.), les autres faces 
(les deux solides souLaussi resprcfivemenl écrales ; cela pusé, si l'on 
fait coïncider deux faces égaies, en tenant les deux parall linipèdes 
tournés du même cùlé, les. 'u*ètes qui dans les deux solides se termi- 
nent aux deux faces superposées, preadront les mêmes directions; el 
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oonme «s aièCes aonl 4galM« leur ùi»nàémM enlratma eeUe des 
dwix solides. 

* AUisi^deux pmllélipipèdei leetangles m sont jamais symé- 
triques. 

TH&ÛRÈMB. 

254. Si les céte's opposés (Tun quadriîalt re sont éyaujtf 
ce quadrilatère sera un paraUtloéji anime. 

Dans le quadrilatère ABCD (fig, i()7) je suppose 
AB = CD, AC == BD, ei je dis que les côiéfi AB, CD, seront 
parallèles, ainsi que les côiës AC, BD. Pour le démontrer 
je tire la diagonale BC, ei je compare les triangles ABC, 
DfiC j ces triangles ont nn côté BC commun \ 4e pins AB et 
CD soni éganx par liypoihèse, ainsi qne AC et BD, donc les 
triangles comparés sont égaux, comme ayant leurs trois 
côlés t gaux chacun à chacau ; niais dans deux irian^îles 
ëjj;aux les angles opposes aux cotés égaux sont égaux , doue 
les angles marqués 1 sont égaux, ainsi que les angles 
marqués 2 ; mais ces angles ont ia position des angles 
alternes-internes par rapport aux droites AB, CD, et auK 
droites AC, BD, donc les droites AB, CD sont parallèles, 
ainsi qne les droites AC, BD. C. Q. F. D. 

CaroUaire, Tout losange est un parallélogramme. 

ANALOGIE. — IHtOUEME. 

* s» les arctcs oppoaécfi d'un lic.raèdre soni r^ipcctùiemetU 
égales, cet hexaèdre sera un parallélipipcde. 

Dans riiexaèdre ABCDabcd {jig. 170) je sup|K>se 
AB = CD = a6 = rrf, AC = = ac = bd, \a = Ce H/i = Dr/, 
et je dis que les quad^ilal^^cs AliCD, ah d, etc., seront des paralU' lo- 
grammes. Le quadrilal^re ABCD est un parallélogramme, car, par 
hypoUièsc, les c<Més opposés AB, CD, et AC, BD, sont égaux ; par la 
m^^me raison, la faoe abcd est aassi un paraitélogramme, et ainsi de 
suite ; donc, etc. 

TnÉoaÈMË. 

226. Si deux frétés oppotét AB, CD (fig. i67) itun 
fuadrUaUre ABCD êmt égmum H paraUèi^êg ce ^rtuii/rt* 
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Tiraoi la diagoDile BC, Je déiermine deax triangles 
ABC, DBG, qui sont égaux ; en eflèt , BC est commoD à ces 

deux triangles; par hypothèse, AB = CD, et de plus 
les nngles marqués 1 soni égaux comme éiaiu alternes- 
iiiieïiies; les triangles comparés sont donc égaux, el par 
suite ies angles marqués 2 sont égaux j mais ces angles 
occupent la position des angles alternes-internes par rapport 
aux droites AG, BD; doue les droites AG, BD sont parallèles, 
et la figure ABCD est un parallélogramme. G. Q. F. D. 

ANALOGIE. — THÉORÈME. 

227. Si deux paralUlogrammeê ABCD^ abcd (fig. 170) non 
iiUtés dans U mime pUm , ont deux côtés contigus {AB, ab) , (AG, ac)^ 
égaux et parallèles, en joignant par des tignee droites les sommets 
dee angles égaux (126 et 219)^ on formera un paraUéUpipède, 

Gomme les côtés (CD, cd), (BD^6d) sont aussi parallèles, le so- 
lide ABGDo^cd est un hexaèdre; et comme de plus ces mêmes 
tbiés sont égaux, l'hexaèdre est un parallélipipède, puisque les 
faces de ce solide, auties que les deux parallélogminmes donnés, 
sont des quadrilatères dans chacun desquels deux côtés opposés 
sont égaux et parallèles. 

THÉORÈME. 

228. Les diagonales d'un parallélogramme se coupent 
mutuellement en deus parties égales. 

Dans le parallélogramme quelconque A'BCDjffig. 172 ) je 
lire les diagonales AD, BG^ et Je dis qu'on aura AOs^DO, 
00 := BO. Dans les triangles AOC, BOD, les angles mar^ 
quës 1 sont égaux comme étant allernes-iniernes ; les 
aiii^lf s marqués 2 sont égaux par la niêmt! laiioni et 
comme le côté AC esi égal au côié BD (221), les triangles 
comparés sont égaux^ par suite, AO = DO^ GO = BO. 
G. Q. F. D. 

Corollaire. Les diagonales AD, BG (fig. 17^) d^un 
losange ABGD, se coupent^ non seukmeni en parties 
dgales^ mais encore à angles droits. En effet , la droite 
BC est perpendiculaire sur le milieu de AD, car, par 
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hypolbèse, les points B et <lc BC, soni égalcmrni 
éloigné des extrémités A et D de faotre diagonale AD. 

Seoiiê. Le point de rencontre des deox diagonales d*an 
parallélogramnie» est dit le eenire de ce parallélogramme. 

AiNALOGIE. 

* 220. Les diagonales itun paraHétijnpèée se coupent wmat9U&' 
ment en parties égales. 

Soient Bc, C6 {fin. 17f^ (it^?îT flf ii^rmaîp^ fPnn pnni^î^lipipfde 

quelconque AnCî>i.'/'( / ; I' hm demoulrur que ces di iL'onalc? m 

coupent muiiirll. itieul en deux parties <f'£ralp<;, il -^xWii de faire 
remarquer (lui quadrilatère UCkr, AU^uol elles n^psrlieiineBtf 
esl un paralk iogramme (iîr»). - 

^.olie. Si Us dimjouaUs lîC, //c, sont cijalcs aiu arcli s Uà, 

Ce, (<• parallélogramme sera un losange, et dans ce cas. U s deux 
diagonales \Se, Cb se couperonl nuii émiictHt:nt en purùe)^ etjaUi, 
mais encore à angles droits. 

2* Stotie. Le point Ojouissaiit de la |iropri('î. ; •irl.i::rr en deux 
(lat lies l'égales toutes les diagoiiaics du i)«'U'aiicii|>i|K^'di; , c>4 dil la 
cattre du paraiiciipipcde. 

ÉNONCÉS DE QUESTIONS A BÉSOUDRE. 



^uettilOBiA de séométrie plane. 

I.Gonstriiire un losange» eoanaissant sesdenx diagonales. 
IL Peut<on recouvrir une surfiioe plane avec des losanges* 

III. Construire nu parallélogramme, connaissant deux 

eûtes et Tangle compris. 

IV. Consiruii'c un parallélogramme, conoaissanl une de 
ses diagonales, ei deu\ lotés coniijîus. 

V. Si les diagonales d'un quadrilatère se cuupoiu uiu- 
luellenieui eu parties égales, ce quadiilaière sera un 
parallélogramme. 

VI. Les diagonales d*un rectangle sont égales, 

VII. Les diagonales d*un trapèae sont égales» quand les 
angles à la base de oe trapèite soM égaux. 

19 
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YIH. Mener une uiDgente comnimie k éen. eerclei 

douncs, commo par exemple , si dans ui) porc ou un jardin, 
l'on avait à tracer un chemin reciilij^ne qui dùl se raccorder 
avec deux cbemios circulaires ûtyd iracés. 

et. Gonstmire un parallélipipède, connaissant ses tiob arêtes 
contiguës, ainsi que les angles qu^eUes font entre elles. 

X. Trou? er la longueur de la diagonale d^un païaUélipipède reo- 
langle, dont les afèlesconligues sont données. 

XI. Décrire un arc de grand cerde qui soit àla fois tangent kdeux 
cercles tracés sur la surface de la sphère. 

XII. Mener un c^ne qui soit à la fois tangent à deux sphères 
données. 



CJlAJPJLXJBjE Wn. 
DBS P0LTG0NB8 ET DES POtTÈDBBS EN QiXkÂBÀL. 

280. Un polygone eti une portion de pian que piu- 

sieur» lignes droiles enveloppent de toutes parts. 

^ensemble des /igncs qui terminent le polygone^ est 
le contour ou le périmètre du polygone. 

Un polygone dont les cotés sont égaux, et dont les 
anglee aussi sont égaus^ est un polygone régulier. 

Les polygones sont ordinairemeni classés par le nombre 
de leurs côtés; ainsi, après le triangle et le quadrilatère) 
Tiennent : 



Le pentagone, on polygone de einq côtés* 


















Le déeagane . 








Le dodécagone 


f douxe * 



Au-delà de douze côtés, les polygones ne reçoivent plus 
de noms parlicnliers, excepté celui de 15 côtés que l'on 
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-nomme pentédéeagone. Les autres se désigoent simple- 
ment par l'énonciulion du nombre de leurs côtés. 

Un polygone est dit convexe^ lorsque son périmètre ne 
peut être rencontré en plus de deux points^ par une ligne 
droite différente de chacun des cotés de ce polygone» 

On nomme aussi ligne convexe^ toute ligne eaurbe au 
hrisée quijouii d^une prepriéié semhlahU» 

La diagonale «ftm polggone est la ligne qui joint les 
sommets de deùsf angles non adjacente. 

Lorsque tous les sommets d^un polygotte sont placés 
sur la circo/iférenve d'un cercle , on dit que le polygone 
est inscrit dans ce cercle; en même temps^ le cercle est dit 
circongcrit au polygone. 

Un polygone est circonscrit à un cercle^ lorsque tous 
les côtés de ce polygone sont des tangentes à ce cercles 
dans le même caSf le cercle est inecrit dans le polygone, 

1** Scolie, Quand deux polygones sont égaux , les c^lés 
égaux el les angles égaux soni nommés o6tés et angles 
homologues,' cela posé : 1^ dans deux polygones égaux ^ 
les drvitcs qui joignenl les su )n mets des angles homo~ 
logueg ao/U égales chacune à chacune; 2** les droite* 
c'manéint de deux sommets homologues, et aboutissant 
aux autres sommets non adjacents, décomposent les 
deux polygones en un même nombre de triangles égaux 
ékacun à ehaeun^ et disposée de la mémo manière f car 
les deux polygones» éunt égaux, coïncident parla super^ 
position } or, cette coïncidence entraîne celle des lignes 
homologues, et celle des triangles homologues. 

2° Scolie. Réciproqucmciil, deux polygones sont égaux 
quand ils sont composes d'un ?ncme lunnhre de triangles 
égaux chacun à chacun, et disposés de la même ma- 
nière f car il est évident que ces deux polygones coïncide* 
raient par la superposition. 

(N.B.) Dans la suite, toutes les fois qu'il sera question 

d'un polygone, el qu*on ne dira pas si ce polygone est 
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cQHvex^ ou concave , il sera sous-eaiendu qu'il s'agit d ua 
polygone, conveie. 

ANALOGIiBS. 

* â5i. Vn polygone sphérique estuneporHondetwrfaeegpkiri'' 
que que plusieurs arcs deçrand cercle envciuppevA de tombes parte» 
Ces arcs sont toujours supposés plus petits qu'une demi-circonfé- 
rence. 

Les plans des divers côtés d^un polygone sphérique détermi^ 
nent, en se rencontrant au centre de ht sphère, un angle polyèiSre 
dont les angles plans ont respectivement pour mesure les cAtés de 
ce polygone, et dont les dièdres sont, en vertu de la définition 

(59. scol 5), les angles du polygone. Cela posé : un polygone sphc- 
r'upie es! dit convexe ou coiicaie, suivant qu'il répond à un angle 
pobjcdrc, ronvexe ou concave. 

Lin polyèdre est un solide terminé par des faces planes, 
V ensemble des faces qui terminent un polyèdre^ est la sur/ace 
convexe de ce polyèdre. 

Un polyèdre dont les faces sont des pulyyones réguliers égaux, et 
dont les angles solides aussi sont égaur, est un polyèdre régulier. 

Les polyèdres se classent par le inmibre de leurs faces, comme 
les polygones par le nombre de leurs colcs ; ainsi, entre le tétraèdre 
el l'hexaèdre que nous avons déjà étudiés, se trouve le pentaèdre 
ou polyèdre de cinq fîices; après rhexaèdrc viennent ; 
l'Heptaèdre, OU polyèdre de sept faces» 

POctaèdre huit » 

l'Ennéaèdre neuf » 

le Décaèdre, • . . . dix » 
VEndécaèdre .... onze » 
le Dodécaèdre .... douze » 
Âu-delà de douze faces, les polyèdres ne reçoivent plus de déno- 
mination particulière , excepté ceux de 15 el de SM) faces que Ton 
nomme petuédécaèdre et icosoèdref les autres se désignent par Té* 
nonciation du nombre de leurs faces. 
Panni les polyèdres, on distingue le prisme et la pyramide. 
Lepritme eetun polyèdre cmnprie saus plusieurs faces parallélo- 
Srammquesj terminées de part et tPaiUre aux différents eùtèe dedeux 
polmgaiMe dont tes plans seiif paraUètesi ces deux po^gones, 
qu'on nomme basée du prisme, sont éndaafneitt égaux, car leiv» 
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G^tés atuU égaux cbaciu k ehaciui comme o6tte Q99û»i» de &e«s 
parallélogrammique^ et de plus leurs angles sont sussi respectWe- 
meut égwx^ comme a^ant lems côtés, parallèles et dirigés dans le 
même sens ; on peut ajouter que les udùnufaUee dan» m priem 
par 4et pUme paraUèles, sont dee polygenet égaux, 

L^ensemble des foces pafaUélogramnuqiaes qyaise termlneiit aui 
éawx, buses du prisme, tone la surface connexe ou UuéràHe de 
ce solide. 

ta pyramie est un polyèdre famé par pMmwé faeee Inoii^ 
pMres poirtant (Pun même point, et allant abautif auat diffrenls 
câtés tPun polygone donnée ce polygone est la base de la pyramide. 
L^cnsemblè des laces triangulaires qui se termiujent labase de la 
pyramidj», forme la surface connexe ou latérale d» ce solide* 

Un prisme est Énas^g^laire, quadran^tdmret ete,, suhamt igttit & 
pour base un triangle, un quadrilaHère, etQ, Mt est éindenàquelé 
pumttéUpipèàs estun prime, auquel deuuijmes opposées quekonF^ 
ques peuvent servir de bases. 

Parmi les prismes,*on dislingue le prisme droU^ dont les faees 
Latérales sont des rectangles. Dans un prisme droit, les arêtes qui 
se termincnl aux deux ba^, soatévidemmenlperpeadiculaireâ aux 
plans de ces luises. 

L'n piiëme droit esi dû. régulier y quand il a pour base un poLy- 
gone régulier. 

Une pyramide est triangulaire j quadranguLairù ^ etc., suivant, 
qu'elle a pour base un triangle^ un quadrilaière^ etc. 

La pyramide triangulaire ou le tétraèdre^ est évidemment le plus 
simple des polyèdres s car pour former un angle solide il faut au 
moins li ns angles plans, et pour fermer le vide que ces plans lais- 
sent entre eux, il en faut au moins un qualrième. 

Un polyèdre est dit convexe, lorsque sa surface nepeutrêtrc ren^ 
contrée en plus de deux points, par une Ugne droite extérieure au 
plan de chaque face. 

On nomme aussi surface convexe, toute surface courbe ou brisée 
qm jouit d^une propriété semblable . 

JU^agonale d'un polyèdre est ta- ligne gui joint les sommets de 
deux angles solides non adjacents. 

Lorsque tous les sonmtets d*un polyèdre sont placés sur la sur- 
face ifune sphère, on du que le pUgiére est istscrit dans cette 
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iphèrê; en méMelMipt , ta 9pkèr9 esi tUtê ^contente au poiyidrt, 
Vn polyèdre ett drcùMcrità une epkère^ lorsque toutee'leê faee$ 

de ce polyèdre soiUdet plane tangente à eetle ephère; dane te même 

tae, on que la ephère est inscrile dans le polyèdre* 
V ScoUe, Les arèiee «fiin prisme qui se terminent aux deux 

hases, étant toutes parallèles, sont aussi égales (222). 

* 2* ScoUe. Quand deux polyèdres sont égaux, les feoes égales 
et les angles solides égaux sont nommés faces et angles homologues; 
cela posé : \°Dans deux polyèdres égaux, les droites gui joignent 
les sommets des angles solides homologues, sont égales chacune à 
chacune; 2° les droites émanant de deux sommets homologues, et 
aboutissant aux autres sommets non adjacents, déterminent dans 
les deux polyalrts un même nombre de pyramides égales chacune 
à chacune, et disposées de la même manière; car les deux polyèdres, 
étant égaux, coïncident par la superposition; or, cette coïncidence 
entraîne celle des lignes homologues, et celle des pyramides homo- 
logues. 

* 3* Scolie, Réciproquement^ deux polyèdres sont égaux quand 
ils sont composés rfVm même nombre de pyramides égales chacune 
à chnrune., et disjjosées de la même manière; car il est éTÎdent que 
Ces deux jM il v« (ires coïncideraienl par la superposition. 

4** Scolie. Deux prismes droits sont égaux quand ils ont des 
bases égales, et que les arêtes qui se terminent à ces bases sont elles- 
mêmes égales; cnv i\ est éyiàeni que les deux prisinrs rnincideronl 
parfailenient si Ton place base sur hase^ en tenant les deux solides 
tournés du mùmc côté. 

(N.B.) Dans la suite, toutes les fois qu*il sera question d'an poly- 
gone spLérique, el qu'on ne dira pas si ce polygone est convexe ou 
concave, il sera sous-entendu qu'il s'agit d'un polygone conTexe. 
A l'égard des polyèdres, il ne sera jamais question que de poljèdres 
convexes, 

THéOAÈMB. 

* 532. Dans tout polygone convexe ou concave, 
chaque cote est plus petit que la somme des autres oélés 
de ce polygone. 

Cela résulte de ce que le plus court çhemiu d'un point à 
ua autre est la ligne droite* 
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ANALOGIE. THÉORÈME. 
* 233. Ihtns tout poUigonc sphérique convexe ou concave , 
chaque côté c;il plus peiil que la somim des autres cùie^ de c« poltf- 
gone. 

Cas. Soil AB (fig, 175} le plus ^mml drs entés d'un p«>k- 
gone sphérique convexe ABCDE, je j' \y,w des aroî^ »!«• irrand 
cercle !c s inih t A avec les autres sommcU non a^jaceuU», el 
j'aurai successivomcnl 

AB <BC + AC, AC < CD -f AD, Al) < l>i: r AK; 
ajoutant ces inéî?aliii s niejuhre h memhn\ e! supju tiiiaiil t'ii->uile 
AC + AD aux. deux meitibrcs de Tiné^alilé rcsuitanle , il vient 
AB < BC CD 4- Di: 4- AR. C. Q. F. D. 

2* Cas, Çonsiili II le poÎNL'nne concave ABC DK F ( fig. 1"6) 
dâns lequel, par exemple, les aiigies C et F son! 1 1 nir.in!s ; <>n sup- 
posant que AB soit le ^us grand des o6tés de ce polygone, je dis 
qu'on aura encore 

AB < RC + CD + DE + FF 4- AF. 
Joignant le point B au point Dpar Parc de grand cercle BD, el le 
ytoiiit A au point £ par Tare de grand cercle A£, j'aurai suocos&i- 
Tement 

BD<BC + CD, AE<EF4- AF; 
Roulant ces deux inégalités membre h membre, el augmentant les 
deuT membres de Tinégalilé n'-sullanle de la quantité DF , (el 
îréiirralement de la s<^mme des eôlés qni u'eulrenl pas d«uis les 
iikgalihs I i-deN<;us, le c64é AB excepiéj, il vient^ en renversant 
l'ordre des lermes, 

BD + DE + AE < l.r + CD + DE 4- KF + AF; 
mais le polygone AfiIXiù étant convoie, Ton a, en vertu du premier 
cas, 

AB < BD 4- DE + AF; donc k plus forte raison 
AB < BC î en + DE + EF + AF. C. Q. F. D. 
C'u-oltaire. Dans loul angle solhlt ( unvcxe ou concave^ chaque 
angle plan csl moindre que ta somme de tou ^ (es atUres, 
V. N, 145, cor, 2, A. L. D. tnt.Iie, triangle. 

L. angle solide, polygone. 
Srnlie. La somme des côtés de tovt polygoMspkénquc^esitnoindre 
que la circonférence d'un gratid ccrrle. 

Si nous prolongeons les côtés AB, DC ( fig. 177) du polygone quel- 
conque ABCD£, jusqu^à leur rencontre en F, nous formerons un 
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polygone sphérique uymA tiki «6lé de iminB^ €t dont le périmètre 
sera plus grand fue celui du poljfOBe propoié; ear BC i6tant 

Par une constniclion semblable, on transfonaera ce dernier polygne 
en un autre d*im périmMre f/tm grand, et dans lequel 11 y auralm 
côté de moins; et en oontinuant ecCfee suite de eonslruetiims, ml 
parviendra linalementlk un triangle, dotit le«ontonraera plus giand 
que celui du polygone proposé; mais le périnètre de tout triangle 
spbérique «st moindre que la droonliSrenoe d'un grand cercle, 
donc aussi le périmètn du polygone donné est momdce que la eir- 
ccHiférettOe d'un giand cercle^ H léMlte «kMers de ce qui préoède, 
que ta 9&mÊM da 4m§les plaM tPun tm^le ioUde qfuÊienque, est 
iwiNdlre que quatre «nf tos droite» 

TBÉORÈME. 

S3à. La tamme des angles intérimre iTu» pofygcne 
est égale à aukmi 4€ fei» dma wnghe draUs que ee 
polygone ten ferme de eôiêê m^Utê dmm. 

Soit ABCDI l ffig. 178) un polysfone composé de lanide 
côlés qu'eu voudra, je lire par un sommet quelconque A 
de ce polygone, des diagonales AC , AD, AE à tous les 
sommets ooa adjaceots, el je décompose ainsi le polygone 
en triangles ( si je remarque qu'à Texception des triangles 
exlrèmes AfiC, AF£, qui prennent chacun deux c6té8 du 
polygone, tous les autres tels que ÂGD, ADE.^. n*en 
prennent ^*vm teul , J'en «eooliirâf tfiie te polygone se 
trouvera decoinpo&ii m autant de iriatiglcs qu'ii renferme 
de côlcs moins deux ; mais il est évident que la somme des 
angl<'s (les triangles, ne diffère pas de la somme des angles 
du polygone; et comme la somme des angles de chaque 
triangle est égale à deux angles droits, il en résulte que la 
somme des angles ioiérieurs du polygone^ est ë|{ale à autant 
de fois deOft angles droita que ce polygone renferme de 
trUiiRleS) on de eôiés «oîds denk. G. Q« F. Su 

Corollaire. La somme des angiet iniéfieurà d'tm 
quadrilatère est égale à quatre angles droits, celle 
d'un pentagone à six angles droits^ ete,*» 
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THÉORftlffi. 

235. Si ton partage une circualcrence en plusieurs 
parties cgales, et qu on joigne par des cordes les divisions 
eonseeudves, le pohjgme forme par V ensemble de ces 
cordes sera régulier. 

Je suppose la circonférence 0 ffig. 179) partagée en un 
nombre quelconque de parties égales; je tire les cordes AB, 
BC» CD, etc.) et je dis que le polygone ABGD... sera 
régulier. D'abord les côtés AB» BC, CD, etc. de ce poly- 
gone sont égaux, comme cordes sous-tendant des arcs 
égaux j les angles A, B, C, D, eic. soiu aussi égaux, car 
ces angles iniercepieni, enire leurs côiés, un même nombre 
de divisions égales de la circonférence j donc le polygone 
A15CD... est régulier. C. Q. F. D. 

Seolie. Pour inscrire dans une circonférence un poly- 
gone régulier d'un nombre donné de eàiéSf ilêvffira de 
'partager cette eiroonférenee en autant de parties égalée 
que le pobfgane a de eétét, et de joindre emuite par des 
eordes les divisions eonséeutOtes, 

IHÉORÈMiS. 

336. Si par chacun des points de division d'une 
circonférence partagée en pariiez égales, on mène des 
tangentes à cette circonférence , ces tangentes^ en se 
coupant consécutivement f formeront un polygone ré^ 
gulier. 

Soient a^ e^ d, e»„ ffig, l&O) les points de division 
d'une circonférence partagée en un nombre quelconque de 
parties claies; par les divers points de division, je mène des 

tangentes à cette circonférence , et je dis que le polygone 
ABCD..., détermine par ks intersections consécutives de 
ces tangentes, sera réi^ulier. Pour le dcnionirer, je lire les 
cordes af ab, bc, cdy etc., qui sont égaies comme sous- 
lendant des arcs égaux ; par suite les triangles akf^ aU^ 
b(jo , d^d^ etc. sont tous égaux , car les angles adjacents 

20 
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aux c6léft af, ah^ he, ed^ etc., non seulement soniégaax 
dans cbaqnetriaagle» mais encore dans let di? era triangles, 
ayant chacun même mesure (136); les triangles comparés 
sont donc à la fuis isocèles .et égaux , d'où 1 ou couclul 

Ies<^g alités 

A=b=C=D=eic. , Ao=Ba=B^=CA=rCc=Dc=eic.; 
par atiiie, les o6lés ealicrs AB, BC, CD, etc., sont aussi 
égaux, pniaqne lem moitiés sont égales; le polygone 
AfiCD... est dnno régntler. G. Q. F. D. 

THÉORÈME. 

387» ji tout polygone régulier on peut eireomerire et 
ineerire un eerele. 

1° Soit ABGDEI ///T/. 181) un polygone régulier quel- 
conque; je fais passer un cercle par trois soniint is < unsé- 
cutifs A, B, G> et je dis que ce cercle poisera par le 
eommet suivant D. Soii 0 le centre du cercle qui passe 
par les trois points A, B| G; Je lire les lignes QA, Ofi, 
0G> 00, et Je compare les triangles AOB» OOD; comme 
le polygone que nous considérons est régulier, Tangle 
ABC = BCD { mais le triangle isocèle BOC donne aussi 
OBC = OCB; retranchant ces deux égalités membre à 
membre, et observant que ABC — OBC = ABO, et que 
BCD — OCB = DCO, il vient ABO = DCO ; or, les côtés 
AB, CD sont égaux comme côtés d'un polygone régulier; 
et comme aussi OB = OC, les triangles comparés sont 
égani ; par snHe OA = OD) et la circonférence qoi passe 
par les sommets conséeutlfe A, B, C, passera aussi par le 
sommet suivant D ; passant par les sommets oonsëcatifs 
B, C, D, elle passera par le sommet suivant E, et ainsi de 
suite ; donc elle passera par tous les sommets du polygone 
donnë, 

2" Du point 0, centre du cercle eirconacrit , j'abaisse sur 
les divers oôlés du polygone les perpendiculaires OP, 
OR) OS, etc.; comme dans un cercle les cordes égales sont 
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égakmeiu éiaignécs du clairet ces perpendiculaireft sont 
égales i donc en déoriiMmi un emrok 4u jm»! 0, uw0c OP 
pûurroffm , cê eerehpmMtru par la pmnU P, S, etc.t 
où <^fi70r9 tfd/éSr du poiyffonê tut uroui tangent», 

SooHe, Le point 0, «Fenifw mtv^ tmevrii et otr- 
eonsûrit, e»t nommé emtm du polygone. Le rayon du 
cercle circonscrit à un polygone régulier se nomme 
amëi rayon du polygone^ et le rayon du cercle intcrit^ 
l'apothème de ce même polygone. 

ANALOOifl. m «IliûltftMB. 

* 258. A tout polyèdre régulier on peut circonscrire etinêcrire 

nue sphère. 

1° Preuons, pour fixer les idées, un hexaèdre régulier AlKlOo^crf 
(/ig. 182); je fais passer une sphère par les soia mets A, B, C, f, non 
situés dans la môme face (178) , et je dis que cette sphère p iss* l a pu 
tous les autres sommets du polyèdre. Pour démontrer la proposiùou 
énoncée , il suffit de faire voir que le cercle suivant lequel la splière 
est coupée par cliaciue iace , passe par lous les sommets de cette face ; 
or , le cercle produit par la lace ÀBCD, passaul par les trois sommets 
consécutifs A , C, C, passe par le sommet suivant D (237.1" cas) de 
méme^ le cercle intercepté par la face BC&c, passant par les sommets 
consécutifs B, C, c, passe par le sommet suivant b; le cercle produit 
par la face ABa6, passant par. les sommets consécutifs A, B, 6, passe 
par le sommet suivant a, et ainsi de suite pour les autres faces du 
l)ol.vèdre; donc, etc. 

2" Y. N. P. 2» cas et scol. 

A. L. D. cercle, côté, polygone, corde. 
L. sphère, face, polyèdre cercle. 

^" Scolie. Comme les angles solides d'un polyèdre sont formés 
d'au moins trois angles plans, un poly^'dre régulier ne peut avoir 
[)Our faces que des polygones dont la somme de trois de leurs angles, 
soit moindre que quatre droits (ii35. scol.). Or, pour le triangle 
éqoilatéral cette somme valant deux droits, pour le carré trois, 
pour le pentagone 3 3}5, \iom l'hexagone qtiaire, et cette somme 
i^ant toiûoais ea «ugmeotant, il en résulte qu'un polyèdre régu- 
lier ne peut avoir pour feces que des triangles iqvikUéraiix, des 
carrés el des pentagones réguliers. 
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3* ScoUe. n y a cinq espkes de polyèdres réguliers, eiil ne peut 
y en avoir davantage (♦) ; «es cinq polyèdres sont : 

Le Utraàdreté^ety qui est composé de quatre faces Urian- 

gulaires; 

2» h'hexaidre régulier ou cube, composé de six faces cariées; 
5« VaeUMrt régulier, composé de huit faces triangulaiies; 
4» Le dodécaèdre régulier, composé de douzefaces pentagonales; 
8» Enûn, Vicùtaèdre régulier, composé de vingt faces triangu- 
laires. 

4« ScoKa. Une pyramdê en dUeréçuUèrej quand ëiUapour base 
un fMflygone réguUer, et que la perpendiculake abaUtsée du wm- 
met sur le pUm de la base Ufmbeau cenire de eeUe-df m nomme 
aussi apothème ^vne pyramée réguUèrey la perpendicuiaire 
abaissée du sommet de ceUe pyrauMe sur Pm des cùtés d» péri- 
mètre de U base. Il résulte évidemment des propriétés des perpen- 
dicuiaircs et des obliques, que tous tes apolhimes d^une piframde 
régulière sont égaux, 

PROBLÈKE. 

259. Inscrire un carré dam une circonférence donnée. 

Par le cemre 0 ffig, 183) du cercle donné, je irace deux 
diamètres AC, BD, qui se coupeni à angles droits; je lire 
les cordes AB, BC, CD, AD, et je dis que le quadrilatère 
ABGD sera un carré. En effet, les quatre c6tës de ce qua* 
drilatère étant égaux comme cordes sous^tendani des arcs 
égaux , et les quatre angles étant droits comme inscrits 
chacun dans une demi-circonférence, le quadrilatère est 
un carré. C. Q. F. D. 

PROBLÈME. 

240. Inscrire un hexagone régulier dans une eir- 
conférence donnée. 

Supposons le problème résolu, et soit ^fig. 184) AB le 
côté de riiexagone } je joins avec le centre 0 les points A 
et B, et je forme un triangle AOB qui est isocele> car 
OA=OB; maisi dans un triangle isocèle, les angles opposés 



(*) Voir, pour pins de détails, Legendre , — Géométrie , page 232. 
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aux c6tës égaux soni égaux ; doncOABssOBA. Concevons 
maittieoant le poioi 0 jotut avec chacan des sommets de 
rhexagoue ; nous aurons ainsi autour du point 0 six angles 
consécutifs égaux entre eux , et comme la somme de ces 

six angles est égale à quaiic anp;les droils, Tangle 0 sera 
le ; de quatre droits ; doue, eu preiiura l'angle droit |H)ur 
iNiih , nous aurons 0 — * = ? L'auglc O vabul J, la 
somme OAB + 01> A des deux autres a S — ^ s= 1 ; et 
comme les angles OAB, OBA sont (^gaux, cliacun d'eux 
vaut le triangle AOB est donc équiangle, et par suite 
équilatéral ; donc ie û4té AB dê FhêsagoM $êt égal au 
rayon du ctreU, Par conséquent , pour inscrire lliexa- 
gone régulier, il suffira de porter le rayon six fois sur la 
cireourëreuce. 

Seolie. L'hexagotie régulier étiutt ui^vi-ii , si f on joint 
inji ëommels des angles^ aùernativanent ^ on /ormera un 
triangU CA£ qui êera equilaiéraL 

FnOBLàHK. 

Sàl. Doubler h nomkrê doê eâkUtd^un poIijgimar^U' 
lier imerii et eireemerit, 

1* Un polygone it ç^ulicr riant iiiscrii, si Ton partage en 
deux parties égales les aies sous-tendus par les divers 
côtes de ce polygone , et qu'on trace les cordes des nou- 
velles divisions de la circonférence , on formera un poly- 
gone quisera régulier, et qui aura deux fois autant de côtés 
que le premier. 

1* Pour doubler le nombre des côtés d*an polygone 
régulier circonscrit, on partagera en deux parties égales 
les arcs égaux compris entre les points de contact des 
divers côtés de ce polygone, et Ton mènera ensuiu les 
tangentes par les nouveaux putiiis de division de la cir- 
conférence ; ces tangentes, par leur intersection avec les 
côtés du polygone donné, produiront un polygone qui sera 
régulier (S36), et qui aura deux fois autant de côtés que le 
polygone donné. 
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ÉNONCÉS DE QUESTIONS A EÊSOUDEE. 



Questions de ^eoiiiétrie piaue. 

!• RecottTfir wm sorbes plane avec daa polygones 
r^gnliera de même espèce. 

Les triaiiglesj les carrés et les hexagones, sont les seuls 
polygones qui puissent éire emplayés. 

II. Recouvrir une swrfiice plaae avec des polygones 
réguliers différents. 

Démontrer, par exemple, qu'on pcuL réunir auiour d'un 
même point : deux octogones et uu carré , deux hexagones 
ei deux li iauyles, deux dodécag^ones el un iriaiigle; quatre 
triangles et un hexagone ^ trois triangles et deux carrés. 

m. Les douves d'un tonneau étant assemblées provisoi- 
rement , et \ejahle (rainure qui doit recevoir le fond) étant 
eniaillé , on demande de déterminer, par le tâtonnement , 

le rayon du fond du tonneau. 

IV. 5i Tou prolonge dans le même sens tous les côtés 
d'un polygone, la somme des angles extérieurs est égale à 
quatre angles droits» quel que soit le nombre des c6tés de 
ce polygone. 

y. CuiibU uiit: uu poi^^oue ég^l à uu polygone donné. 

VI. Coastruire un prisme, connaissant : la base; 2® la lon- 
gueur des arêtes parallèle^; la distance des plans des deux 
bases. 

VIT. La droite qui joint les centres des bases d'un prisme régulier 
est perpendiculaire aux plans de ces bases. 

Vin. Dans un tétraèdre , on joint par des droites les milieux 
fleux & deux des arêtes opposées; ces droites se renoontrenl-elles? 
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DES LIGNES PROPORTIONNELLES. DE LA SIMILITUDE DES 
TRIANGT FS. DB LÀ SIHILITUDE DBS TÉTEAÈDRBS. DES 
ÉGHBLLBS. 

TBÉORÈlfE. 

542. Si, par chacun deft points de (livigion d'une droite 
partagée en parties égaiei, mi mène des parallèles qui 
renûtmitmt une autre droite « ees pmruUêiêi inUreepU^ 
rant iur la êeeondê droiU^ deê dimnoM qui $erûnié§mhê. 

Deox cas pourroïki se présenter : oa la seconde droite 
sera parallèle à la première, ou elle oe le sera pas. 

1* Soit ffig, 185) AF une droite donnée que je suppose, 
Ijour fixer les idées, partagée en cinq parties égales, et soit 
aussi XY une droite indetiuie pai ailele à AF; si par chacun 
des poinls de division de AF je mène des lignes parallèles 
Aa, B^, O, etc., je dis que ces lignes intercepteroul sur 
XY des diTisioos égales. On sait que deux droites pai*aiièies 
comprises entre devx lignes parallèlea sont égales , par 
conséquetti AB &= aA| BG s» ée^ CD etc.; mais 

par hypothèse, AB BC s= CD s= etc.; donc aussi 
ah = hc ^ cd=:- Qic, C.Q.F.D. 

2® Soient toujours ffig. 186) AF et XY les deux lij^nes 
données; supposons que ces deux lignes ne suitîiil pas 
parallèles; menons encore, par les différents poinls de divi- 
sion de AF, des parallèles qui rencontrent XY, et je dis que 
les divisions «é, k0, td^ etc., toteroeptéet sur XY, seront 
égales. Considérons deux divîsSoM conaécuiivea queU 
conques ahy pa par les points de division a et ^, je mène 
parallèlement à AF les lignes ap, bq , et je forme ainsi deux 
triangles qui oni un côté égal adjacent a deux angles égaux 
chacun à eli;)cun ; en effet, ap = hq, car ces lignes sont 
respectivement égales aux lignes égales AB, BC (221); et 
de plus, l'angle aph ^ bqc comme ayaut leurs o6té6 
parallèles et dirigés dans le même sens; les deux triangles 
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sont donc égaux , et par suite ab:^be. On démontrerait 
de la Oléine manière que bc = ed=^de= etc. C. Q. F. D. 

AWAIOGIE. — THÉORÈME. 

2^3- Si par chaatn des points de division d'une droite partagée 
en parties égales, on mène des plans parallèles qui rencontrent 
une autre droiiCj ces plans intercepteront sur la seconde droite, des 
divisions qnî seront éqahs. 

Trois cas pourront se présenter : ou les deux droites seront pa- 
rallèles, ou elles se rencontrerout, ou elles ne seront pas dans le 
môme plan. 

1° Y. JS. P. 1" cas (lig.187). A. L. D. liîrne. 

L. plan. 

2* Soient toujours ( fig. 186) AF et XY les droites données; con- 
cevons des plans parallèles menés par les points de division 
Â, B, G, etc., et supposons que ces plans rencontrent XY aux 
points a, c, etc.; comme le plan des droites données AF, XY, 
rencontre les plans parallèles suivant les droites Aa, B6, Gc, etc. qui 
sont parallèles, il en résulte ab = bc=scd = etc. 

3^ Je suppose que les droites données AF, XY {fig. i88) ne soient 
pas situées dans le même plan; par les points de division A, C, 
etc., je mène des plans parallèles, et je dis toujours que les plans 
pandlèles Intercepteront sur XY des divisions égales. En effet, 
ces plans intercepteront des divisions égales sur toute droite XZ, 
menée parallèlement li AF par un point quelconque de XY 
cas); parsuite^ ces plans intercepteront des divisions égales sur 
XY (2« cas). C. Q. F. D. 

PROBLÈME. 

S44. Partoffer une droite donnée AB /fig. 189) en un 
certain nombre de partiee égaki* 

Je suppose, pour fixer les idées, qa*OD veuille partager 
AB en cinq parties égales; je lire par le point A, sous un 

angle quelconque, une li^ne iiiLlctniie xVX, et sui' celle 
ligne je porte, à partir du point A, cinq ouvertures de 
compas égales entre elles; je joins avec le point B le dernier 
pointe de division ; par le point D, je mène DY parallèle 
à CB, et je dis que AY sera la ô*' partie de AB. ï.n effet, si 
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par chacuD des points de division de AG Ton mène des 
parallèles è CB, la ligne ÂB se trouvera partagée en parties 

égales, et le nombre de ces divisions sera évidemment égal 
;iu nombre des divisions de AC ; or, comme A Y osi l'une 
de ces divisions, AY est la 5^ partie de AB; donc en portant 
AY cinq fois sur AB^ on partagera cette ligne de la manière 
demandée. 

THiOBÈME. 

2Ub. Dans tout triangle BAC (fig. 190), une ligne DE 
menée parallèlement à la base, divise les cotés pro- 
portiofmeUement, 

Je suppose d'abord que les droites AD, DB, aient une 
commune mesore , je porte cette commune mesure sur ces 
droites « et je suppose qu'elle soit contenue 5 fois dans 
l'une et S fols dans Tauire ; j*aurai ainsi la proportion (21) 

AD : DB :: 5 : s; 

conduisant maintenanl, par les divers points de division 
de AB,- des lignes parallèles à la base du triangle, je 
décompose les deux droites AË, £C, en 6 et 3 parties 
égales (242), ce qui donne la nouvelle proportion 

ae:ec::5:s; 

comparant cette proportion avec la précédente, il vient 

ad:db:: AE:EC. 

De même 9 si Ton compare les cdtés entiers AB, AC, aux 
parties AD, AE, ainsi qu'aux parties DB, £C, on aura 
successivement 

AB : AD :; 8 : s, ac : ae :: 8 : 5 
et AB : DB :: 8 : ac : ec :: s.: s, 

d*où Ton lire , à cause des rapports communs, 

AB : AD :: AC : ae, et ab : db :: ac : ec. 

* Si les deux droites AD, D6 étaient incommensurables ^ 
on leur supposerait une commune mesure infiniment petite, 
ce qui est permis, et la démonstration serait la même. 

C. Q. I. D. 

21 



162 

i'* Corollaire. Si ém les proportions prëoédeiHes od 

change les moyens de place , on aura aussi 

AD : AE : : BB : EC , AB : AC : : AD : AE , 
AB: AC::DB:EC. 

2" CoroUnire. Quand pluêiûurê droites SA, SB, SC, 
eic. (fig. 191), émanant d'un même point S, et allant 
àbùutir à différenU point* A, C, etc., d*une ligne 
donnée MN> eont coupdnparune ligne M'N' parallèle 
à MN, eee droOee eont dioiedee proporHonnÊlUmmt, 
Dans le triangle ASB, la ligne A'B\ éiani parallèle à la 
base » divise les côtés proporiioiÈnellement, et l'on a 

SA' : A'A::SB' :B'Bî mais le irianglc 
BSC donne au&si SB' : B' B : : SC : C C» donc, à cause du 
rapport commun , 

sa':a'a::sb' :b'b::sc' : ce, 

et ainsi de suîie; on démontrerait de la même manière 
que SA ! SA' :: SB : SB' :: SC : se etc., et que 

SA : A' A : : SB : b'b : : se : ce : : eic. 

V*" Scolie. La ligue DE /'fig. 195) étant toujours sup- 
posée parallèle à la base BC du iriangle BAC, si par le 
poîul D on mène DF parallèle ù AC, on aura parcillemeoi 

AB : AD :: BC : CF ou de, puisque CF = DEj 
comparant cette proportion avec la proportion 

AB : AD :: AC : AË, obtenue ci-de&sus, 

il vient 

AB: A^D :: BC : D£ :: AC : ae. 

Les triangles BAC, DAE, offrent Texemple de deux 
triangles avant hure angles égaux chacun à chacun, et 
les voies opposcA-, an adjacents à ces angles, propor- 
tionnels. Ce mode de ressemblance de deux triangles porte 
le nom de similitude^ sorte que deux triangiee sont 
dite étne eembktMeSy quand Ue œUieetre mgfee reepeeU- 
vemœit égauw, ei iei cotée appoêde^ om adjaeeeite à ces 
angles^ praportionetele, 

f Scolie, Quand deux triangles sont semblables, les 
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c6ios propoiiiouuels ei les aaglet égan&i hoai Aooiuiés 
eûtes et angUi homohguêÊ. 

A* ^eoUe, U réauiie de ce qui préeàde, qae m fou Mnjie 
un iriangiê par tme l^ii^ paruHéie à /a ila«#, eelD» 
parallèh deiaekera du iriangiê dmnéfun auire iriangie 
qui iui iera §embiaèle» 

â* Corollaire. Si ton voupe ileux parallèles M^^^V^' 
(Ûg. \9i), par tant (le lifjtt es qu on voudraSk^ SB, SC,et€., 
émanant (Tun même point S, cea lignes divisent les deujt 
parailèks propartiomtelfement. La ligne A'B% ëtaol 
rallèle à la base AB du triangle ASB» détache de ce 
iHaiigle an trlaegle semblable » et l'on a 

AB: A'B'::SB:SB'; 

mais le iriangie BSC donne aussi 

BC:B'c'::sB:SB'i 

donc, à cause du rappoi i connu un , 

AB: A'B':: bc:b'C'; 

ou iiéluOMirfiraii de la mémo manière que 

bc:b'C' ::cd:cd'« 

ce qni deoM, en aiaeaibKani cMte proporiion avec la 
pvécédenie « 

AB : A'B' :: bg : b'c :: cd : cd', 

ei ainsi de raife. 

ANALOGIE. — TBiORÊME. 

î-46. Dans tout tétraèdre RACf (fig. lO") , un plan bV.c lucnépa^ 
rallèlanent à la base^ divise Us arêtes proportionnellement, 
(V. iN. P. -f cor.l) 

A. L. D. liguo, triangk', AK, EC, 

L. plan, tétraèdre, AE, EC, clc. 
Scotte. Qmmd plusict*rs droites SA, SB, SC, etc. (fîg. IW), 
émanant d*tm mime point S, et allant aboutir à différents points 
A, B, C, «fc.y <fttfi plan donné MN^ sont coupées par wsptan WS 
parallèle à UN, ces dreitês ton! dimsées propartMonntUemmt. 
V N. P. cor. 

i* ScaUe. Comme les droite» DE, T>c, Ee(Jig, 193), sont respoc* 
tivemenl parallèles aux droites BC, fie. Ce (iOO. «ool.)j 1^^ Inafr» 
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gffîs (BAC, DAE), (HAc, DAc), (CA( , VAr) soal semblables; je dis 
aussi qu'il en es! de môme dos triangles BCc, DE^; d*abord, ces 
triangles sont équiaiigles, car luuis cùU5s sont parall. les chacun à 
chacun et dirigés dans le niùme sens (128) ; de plus^à cause de la 
biiiiililude des autres triangles, 

PC :DE::AC:AE::C<;:Ec;:Ac:Ae::Bc:De> 
d'où Ton conclut 

m:l)L::Cc:Ee::Bc:l)c. 

Les tétraèdres BACr, DAKe, onVent l'exemple de deux lélraèdrcs 
ayant /cîiri' angles saliiU s égaux chacun à chacun , et les faces op- 
posées, ou adjacentes à ces angles, respectivement semblables. Ce 
mode de ressemblance de deux tétraèdres porte le nom de simili- 
tude; de sorte que deux tétraèdres sont dits être semblables^ quand 
ils ont leurs anrilcs ml ides respectivement égaux, ci les faces oppo- 
sées, ou adjacentes à ces angles, semblables chacune à chacune, 

3® Scolie. Quand deux tétraèdres sont semblables, les faces sem- 
blables et angles soUdes égaux, sont nommés faces et angles 
solides homologues. 

i'' Scolie. Il résulte de ce qui précède, que si l'on coupe un té- 
traèdre par un plan parallèle à la base, ce plan détachera du té" 
traèdre donné un autre tétraèdre qui lui sera semblable. 

* 5* Scolie. Si l'on compare l'un des tétraèdres précédents avec 
le symétrique de Pautre, on aura deux tétraèdres ayant leurs 
angles solides respectivement symétriques^ $t les faces opposées, 
ou adjacentes à ces angles solides, respectivement semblables. Ce 
mode de ressemblance porte le nom de mùUtude immse; de sorte 
que deux tétraèdres sont dits être imersemeni semblables, quand 
its ont leurs angles solides respectivement symétriques, et les faces 
opposées, ou adjaeenies à ces angles solides, semblables chacune d 
chacune. 

On voit, par ce qui précède, que la similitude inverse est à la stmi- 
liiude directe ce que la symétrie est à légalité, 

6*' Scolie. Deux cânes sont semblables, quand les tnangles gé- 
nérateursMe ces cônes sont eux^nêmes semblables. 

TUKORLME. 

'* 5^7. Le>i parties RS, SI, rs, 8l {^\%. 195) de ùcuje 
droites compri,s€S entre trois parallèles AB^ Cl), EF, smil 
entre elles dans h même rapport. 
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Soient S, i, g, points où les droites données RXy H , 
et la droite auxiliaire Ri» rencontrent la ligne CD; nous 
aurons successivement (365) 

RS : ST :: R^jr : qt, n : :: r^ : qt^ 

ces deux proportions ayaul un i apport commun , les autres 
termes donnent RS : SX : : rs : */. C. Q. F, D. 

1" Corollaire. Les parties de tant de droites quon 
voudra^ comprises entre trois Ugnes paraléédeê, iont 
enire elies dans le même rapport; puisque ces parties, 
prises consécutivement , sont entre elles dans un rapport 
constant. 

S* Corollaire. Le» parUee de deuw droite»^ eomprite» 

entre tant de lignes parallèles qu^on voudra , sont entre 
elles dans le 7né?ne rapport; puisque ces parties, prises 
consccutivemeni, sont entre elles dans un rapport consianl. 

ANALOGIE. THiOEÈMB. 

* 248. Les parties RS, ST, r«, si {Jig. 196) de deux droites^ 
comprises entre Irais plans parallèles ÂB, CD, EF, sont entre elles 
dans le même rapport, 

V. N. P. A. L. D. ligne. 

L. plan« 

THéOBÉMB. 

Beeiproquement , si les côtés AB, AC (fig. 192) 
d'un triangle BAC, sont diinsés proportionnellemefit par 
une ligne DE, eetie Ugne D£ sera parallèle à la base BC 
du triangle. 

Si DE n'est pas parallèle à B€, menons DG parallèle 
à BG$ en vertu du n"* 245^ le triangle BAC donnera 

AD : DB :: AG: GC; 

mais par hypothèse AD : DB : : AE ; EC ; donc , à cause du 
rapport commun , AG l AE : : GC : EC. Or, la proportion 
précédente ne saurait avoir lieu , car, suivant que le 
1'^ antécédent AG sera plus grand ou moindre que le 
1'^ conséquent AE, le 3* antécédent GC sera moindre ou 
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plus grand q»e le 2* cooséqueiii £€; àmc la iigot D£ est 
parallèle à BC. C. Q. F. D. 

Seo^, On dëmonireraU de la même maBière qae DE 
serait paraNèle à BG, si Ton avait AB : AD : : AC : AE, ou 

AB: DB:: ac ; ec. 

ANALOGIE. — TEéOaiMB. 

* 280. BéciproquemmU, H lê$ arètêi AB, AG» A(; (fig. 193) ifim 
téiraèdre hACe, sont divisées proporHonneltmMparunpianV/Re, 
ce plan DËe «m paraltèle à ta base;fiCe du tétraèére. 

Les lignes DE, De, divisant proportiomienement les côtés AB, 
A€, Ac des triangles BAC, BAc, sont respecUvement parallètes aux 
bases BG, Bc de ces triangles ; par suite , le plan DE« est parallèle 
au plan BCc (il 5. cor. 4). C. Q. F. D. 

251. Trouver une quatrième propartiwnelle à trait 

lignes données A, B, C (fig. 197). 

Ayaiii liié soui> un angle (luelcoïKjiîe deux lignes indé- 
finies DX, DY, je prends sur l une d'elles 1)X , el ;\ pariir 
du point D, Da = A, Dbl = B ; sur DY je prends aussi 
De = C , et par Textrémité a de la ligne A portée la pre- 
mière sur DX, je tire par le point b Je mène bd 
parallèle à ne , et Je dis qne hd sera la quatrième propor- 
tionnelle demandée I en effet, le triangle hDd donne 
Da iDb II Do iDd ; mais par consirucliou Da = A, 

= B, Dc = C ; par conséquent, A : B ; : C ; Dd, 
C. Q. F. D. 

PaOBLiÈlIfi. 

26S. Ihntwêr dm» iigBeMf dent tê rappotrt adt le 
même que le rapport du produit de phûîeun lignes 
données, au produit d^un nombre égal d'autres lignes 
musei données. 

Pour fixer les idées, je suppose qu'on veuille obtenir m 
lignes^ le rapport du produit ABC de iiuis iigties données 
Af B» C /fig, 197), au produit A'B'C de trois autres ligues 
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k'f B'fC* ainsi donaéea. le ctooiie me ^Mirîème pro* 

fiortfoRDelle X (Î51), wx trois lignes Â, A\ j'obliens 

aiusi la pru|iotiiou 

A « A' « t B • X* 

Je cherche pareîlloineni une quatrième proporiioiiiielle 
Y.auiL irois ligaes B, B', X> ce qai donue U aouvelle 
proportîoD 

b:B' ::x:Y. 

Enfin, je cherche une quatrième proporiionaelie aux 
trois lignes C,C', Y, etj*ai 

c:c'::y:2. 

Miiltipliaei terme à terme les proportions précédentes, 

il vicui 

ABC : A'B'C : : b'xy : XYZ; 

suppriaiani XY fadeur commun aux deux lermos du 
dcruier rapport de cette pi uportioii , j ubticus eu deUiiiiive 

ABC: A'B'C':: r>' :Z; 

les lignes B' et Z répondent donc à la question. 

ScolU' Le problème précédent admet une infinité de 
solntionSf car au lieu des lignes B' et on peut prendre 
deux antres lignes quelconques, pourvu que leur rapport 
soit égal à celui de B' et de Z. 

TBÉ0BÀM&. 

S59. La Ugne AD (flg. 109) qui partage en deuspartUi 
égaies r angle BA€ étwn triOÊtgle , diniee la htae BC en 

deux segmenté CD, DB, proporiiouacU aujc côicè adja- 
cents AC, AB; de sorte qu'on aura AC : AB :: CD : DB. 

Par ie poioi B je mène BK parallèle à AD, et j ai la ptx)- 
portion 

AC: AR::CD: DB; 

mais à cause des parallèles AD, RB, et de la sécante CR, 
les angles marqués i sont égaux comme étant correspon- 
dants ^ à cause des mêmes parallèles et de la sécante AB, les 
angles marques 2 sont aussi égaux comme étant alternes- 
iuicruesi douc^ les angles 1 et S du triangle BAR sont 
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«gauX| comme étant respeciivement égaux aux angles 
égaux i et S dans lesquels on a décomposé i*angle BUC i le 
triangle BAR est donc isocèle (171), et par suite AB ^ AR$ 
remplaçant, dans la proportion ci*des8U8, AR par son 
égal AB, il vient 

Ac; AB::CD:DB. 

C. Q. F. D. 

TUéORÈME. 

25&. Deux irianglet ioni êemUahUê» quand U» ont un 
angle c'y al eompriê enire eéufi proportionneU {*)7 

Soient /"fig 200) ABC , A'B'C les triangles proposés; je 
suppose Tangle BAC= B^V'C^ AB : A'B' :: AC : A'C, 
et je dis que les irianglt^s comparés sont seinbl blos, Je 
prends AD = A'B', AE = A'C, je mène la ligne DE, et 
j'obtiens ainsi un triangle ADË qui est égal an triangle 
A'B'C; mais, par l'effet de Thypothèse, la ligne DE, 
divisant proportionnellement les côtés AB, AG du triangle 
ABC, est parallèle à la base de ce triangle, donc elle 
détache du triangle ABC, le triangle ADE qui lui est 
semblable (245. scolie 3)^ donc, etc. C. Q. F. D. 

ANALOGIE. — THéORÈMB. 

* 255. Deux tétraèdres sont semblables^ guand ils ont un dièdre 
égal compris entre deux faces semblables chacune a ctiacune, et 
disposées de lamcme manière (**). 

Soient (Jîg. 201) ARCa, A'B'C'a' les tétraèdres proposés; je sup- 
pose le dièdre BAoC = B' A'a'C, les faces (AûB, A'a'B'), (AaC, X'a'C) 



(*} Comme à chaque cas d'égalité tant dei triangles que des tétraèdres, 
répond un eas de sinûUtnde, nous avons rangé cens-ci dans Tordre 
des cas d'4%alité. 

(**) Cette analogie, et les analogies 257, 259, 261, quoique admetiaet 
les mêmes moyens de démonstration que les propositions de géométrie 
phne auxqudles eUes correspondent, ont été démontrées entièrement, 
parce que l'indication des changements de mots à eftbctuer aurait 
tenn trop de place» 
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semblables, et je dis rpie les tétraèdres compar<?s sont semblables. 
Je prends AD = k'W, AE = A'C, Ae = A'rr', je mène le plan DEe, 
et j'obtiens ainsi un tétraèdre ADEc qui est éî?al au tétraèdre 
A'B'C'û' (iril ); mais par l'elïcl de l'hypothèse, le plan DEr, divisant 
proportiounellciuenMcs arêtes AB, AC, An du tétraèdre ABCrt, est 
• parallèle ii la base do ce tétraèdre ; donc , il détache du tétraèdre 
ABCa, le tétraèdre ADEé qui lui est semblable (246. scol. 4); 
donc, etc. 

Scolic. Si les faces semblables ctaicnl disposées dans un ordre 
inverse, les deux tétraèdres seraiesU inversement senUUables» 

THéORÈMB. 

256. Deux triangles sont semhlahteSy quand ils ont 
deux anglas dgauj: chacim à chacun. 

Soient ffig. 200) ABC, A'BT/ les triangles proposés; 
l'augle A éiani suppobc i i^a! à l'angle A', on pourra placer 
le triangle k'h'Q' dans le triangle ABC, ainsi qu'on le voit 
sur la figure, et comme aussi l'angle ABC = A'B'C, la 
base B'C deviendra la ligne D£ parallèle k BC ; par 
suite, le triangle ÂDE, ou son égal A' B'C ,'Sera semblable 
au triangle ABC. C. Q. F. D. 

A.NALOGIE. — THÉORÈMJÎ. 

â57. Deux téiraèdres sont semblables, quand ifs ont une face 
semblable adjacetOe à trois dièdtes égaux chacun à chacun, eldis- 
posés de la même manière. 

Soient {Jig, 201) ÂBCa, A'B'C'aMes tétraèdres proposés, et ABC, 
A'FC les faces seiolilables; Tangle solide A étant égal à Tangle 
solide A' (iSi3}> on pourra ^acer le tétraèdre Af^ùaf dans le té- 
' traèdre ABCa , ainsi qu^n le voit sur la Ogure , et comme aussi le 
dièdre ABCa ^ A'B'GV, la base BW deviendra le plan DEe 
pamllèle à BCa (i2S(}; par suite, le tétraèdre ADEe, ou son égal 
K'WC/^, sera semblable au tétraèdre ABCa. C. Q. F. D. 

Scoiie. SI les Cèdres égaux étaient disposés dans un ordre in- 
verse, les deux tétraèdres seraient inversement semblables, 

THÉOUÈMK. 

268. Deux triangles sont s&mblahles^ quand leurs côtes 
êofit proportionnels, 

22 
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Soient fpg. 200) ABC, A'B'C deux iriangles dans 
lesquels je suppose AB : A'B' :: AC : AT/ :: BC ! B'C; 
je prends AD =: A ^ B', par le poiiii D je mène la ligue DE 
|»arallele à BC , et je dis que le iriaiigie ÂDE sera é^al au 
iriangle A'B'C. Comme les triangles ABC» AD£ soni 
semblables, AB : AD : : AC : AE : : BC : DE ; mais , par ' 
Feffel de Thypoibèse, 

AB: A B:: Ac: A'C'::Bc:B'C'; 

comparani terme à lermc ces deux suites de rapports 
égaux, el observant que par construction AD = A'B% il 
vietu AE ^ A'C'i DE =^ B'C; les trtaDgles A'B'C, 
ADE , ont donc leurs côtés égaux chacun à chacun et sont 
égaux; mais le triangle ABC est semblable au triangle 
ADK, donc il est auî>bi scmbiablc au iiiaugle A'B'C. 

C. Q. F. D. 

ARALOGIB. — THiOBÈME. 

* 8S8. DeN» ikraidrei sont smUablei, qmnd tU ont troio 
faeeê ienéiabloi eftoeund à €haame, et dkpoMioM ée la mémo 
manière, 

Soieni (fi(f. 20i) ABC», A'B'C'a' deux tétraèdres dans lesquels 
je suppose les farrs (AaB, A'a'B^, (AHC, A'B'C), (AfïC, A'a'C) 
semblables; je prends AD = A'B', par le point D je mène le plan 
DEc parallèle ii BCa^ H jp dis que le tétraèdre AhEe sera égal au 
tétraèdre A'B' C'a'. Cou une les tétraèdres ABCa , ADKr sont sem- 
blables. AB : AI) :: AC : AE :: Aa : At"; mais, par Teffet 
del'bypothèse, AB : A'B':: AC : A'C :: Aa : A'a'- 
comparant terme à terme ces deux suites de rapports égaux, et 
observant que par construction Al) = A'B', il vient AE = A'C, 
Ac = A'a'; les tétraèdres A'B'C'a', ADEe, ont donc trois faces 
égales cliaenno h chacune {iiS) et sont égaux; mais le tétraèdre 
ABCa est semblable au tétraèdre ADEr, donc il est aussi semblable 
au tétraèdre A'BW. G. Q. F. D. 

Scolic. Si les faces semblables étaient disposées dans un ordre 
inverse, les deux tétraèdres seraient inversement semblables. 
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THÉORÈMB. 

260. Ueu» iriang/es reetapgfes êwt Memblabieêf 
quand iU ont deux eàlén proporiionneU, 

Si les côtés qu'on suppose proportionnels sont ceux qui 

compreonent Taiigle droit , les deux triangles seront sem- 
bt:il)les, car ils auiuiii un angle égal cuinpris mire côtés 
propo! ùuiinels ('254). Il reste donc à examiner le cas où 
les hypothénuies des deux tritingleg, seraient entre elles 
comme deux des côtes de Vnngle droit. 

So'ieta/fig, 202) ABC, A'B'C deux irianjjlcs rectangles 
en B, B'; je suppose AB : A'B' :: AG : A'C, je prends 
AD ^ A'fi' , par le point 0 je mène la ligne DE parallèle à 
BC, ei je dis que le triangle ADE sera égal au triangle 
A'B'C. Comme les triangles A6(! , ADE sont semblables, 

AB : AD ;:A(^: AE; mais, par hypo- 
thèse, AB : A'B' : ; AC : A'C'j comparam ces 
deux proportions terme ù terme, et observant que par 
construction AD=A'B\ il vient AE=A'C'; les triangles 
rectangles ADE, A'B'C^ ont donc deux côtés égaux 
chacun à chacun et sont ^ux (IM); mais le triangle ABC 
est semblable au triangle ADE, donc il est aussi semblable 
au triangle A'B'C. C. Q. F. D. 

AHAL061B« ^ TBÊORÈHC. 

261 . Deux tétraèdres bi-rectangles sont sembUibtêt, qmndits 

ont la face hifpothénusc semblable, une avUre face aussi semblable, 
et disposées de la même manière. 

Soient (jîg. 203) ABCa, M^'C'a doux tétraèdres-rectangles en 
BC, Brt, et en WC, h'a'- je suppose les faces (ABC, A'B'C) , 
(AoC, A'rt'C) semblables, je prends AD A B', par le point D je 
mène le plan DEét parallèle a BCa, el je dis que le tùlraèdre ADEc 
spra^'îial au lélraôdre A'B'C'a'. Comme les tétraèdres ABCa, ADEc 
sont semblables, AP> i AD AC s AE :: Aaî Ae; mais, par Teffcl 
de l'hypothèse, AB :;A'B' :: AC : X'C ::Aa:AV; 
comparant terme h tcrmp coq deux suites de rapports ('■gaux, et 
obsmant <iue par construction AI> = A'B% il vient AË = A'C, 
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Ae8A'a';Ie8 té^aèdres bmctaugles ADEe , A'B'GV, ont donc 
la fàœ hypothénuse égale> une autie face aussi égale , et sont 
égaux (162 bis} ; mais le tétraèdre ABCa est semblable au tétraèdre 
ADEe, donc il est aussi semblable au tétraèdre A'B^Ca'. 
e. Q. P. D. 

ScoUe. Si les faces semblables étaient disposées dans un orên 

inverse^ les deux tétraèdres seraient inversement semblables* 

THÉORÈME. 

S62. Deux triangles 9on$ êemhlahles, quand ili ont 
leurs eêtés parallèles chacun à chacun. 

Je suppose fftg. 206) AL parallèle à A'B', AC parallèle 
à A'C, et BC parallèle à BX'j les anj;Ies A etjA', ayant 
leurs côtés parallèles chacun à chacun et dirigés dans le 
même sens, sont égaux; par la même raison B = B', 
C = donc les deux triangles ABC, A'B'C sont sem- 
blables (256). C. Q. F. D. 

Seolie, Il est bon de remarquer que lee eétée hamo^ 
logues iont ceux qui soni parallèles» 

ÂMALOGI£. — THÉORÈME. ' 

263. i^eux tétraèdres soni semblables, quand ifs ont cinq arêtes 
pariUièles chacune à chacune, et dirigées dans le même sens. 

Supposons {Jîçi. 201 ) Art parallèle h A'a', AB parallèle à A'B', 
AC parallèle à A'C, ha parallèle à B'a', enfin BC parallèle h BV; 
les angles plans de la face BAa étant respectivement égaux aux 
angles plans de la face B'Â'a' (128), ces deux iàees sont sembla- 
bles (256) ; de plus, les dièdres adjacents à ces deuxiàces, ayant 
leurs plans respectivement parallèles (115.«cor. 4], sont égaux 
(127), donc les deux tétraèdres sont semblables (257), 

CoroUmre, Deux tétraèdres sont semblables, quand Us ont 
leurs faces parallèles cftaciuia à chacune^ et dirigées dans le même 
sens. 

Gela résulte de ce que, dans les deux tétraèdres^ les arêtes qui 
sont les intersections des faces parallèles, sont elles-^mémes paral- 
lèles (127. scoi. 1). 

i'* SeoUe. Si les arêtes parallèles étaient dirigées en sens m- 
verse, les deux tétraèdres seraient inversement semblables^ 
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2* ScoUe, Il est bon de lenuaquer que Ut faces homologues sont 
celles qui sont paraUèles. 

TRéORÈME. 

264. Deux triangles aoul acmblahleg^ quand Us ont 
leurs côtés perpendiculaires chacun à chacun. 

Soient A, B, C, et A', B', C les angles des deux 
Iriaogles ; je dis que deux de ces angles seront égaux de 
part et d'autre. (A, A')» (B* B')» (C, C')i étant supposés 
compris entre les côtés qui sont respectivement perpendi- 
culaires, ces angles seront égaux ou supplémentaires (1S6. 
cor.) , et l*on aura 

A = A' ou A + A' = 2ï, 

B=B' ou B + B' ^^2^. 
C= C ou C + C =2^; 
or, deux des égalités du second groupe ne sauraient 
avoir lieu en même temps; car si, par exemple, on avait à la 
fois A -|- A '=2^, B4-B'=2^, on aurait aussi, en ajoutant 
ces égalités membre à membre, (A4-B) 4- (A.' + BO='^^f 
ce qui est impossible; en effét, les quantités partielles 
(A-)-B), (A' 4-^') ^^'àxii chacune moindre que deux 
droits (1^6), leur soimitc ne saurait en valoir quatre. 
Taistiue deux au moins des égalités du becond groupe ne 
peuvent subsister, ce sont les égalités correspondantes du 
premier groupe qui ont lieu ; ainsi , par exemple , on aura 
A=^ A' , B=:B' , si les relations A + A' =2^, B+ B'=2^, 
sont celles qui n'ont point lieu, €• Q. F. D. 

SeoUe, Il est bon de remarquer que îeseétéshomologues 
sont ceux qui sont perpendieulairet, 

TIILORÈME. 

265. Si du sommet A /fig. 205) de l'angle droit d'un 
triangle rectangle BAC , on abaisse sur l'hypothénuse BC 
la perpendiculaire AP| 

1^ Los deux triangles partiels BAP, CAP, sont sem- 
blables au triangle BAC, et par conséquent semblables 
entre eux. 
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2" Chaque côté de lunglo droit ou AC, est une 
moyenne proportionnelle entre Vhypothenme BC, et 
le tegment adjacent BP ou CP. 

$** La perpendiculaire AP, est moyenne proportionnelle 
entre les deu» segmente BP, ('P. 

1* Comparant les triangles fiAP, BAC Je remarque que 
l'angle B leur est commun ; et comme Tangle droit BPA du 
premier triangle est égal à l'angle droit BAC du second y 
ces deux triangles sont semblables. Par la même raison , le 
triangle (.AP est semblable au triangle BAC ; donc aussi les 
Irianglis [janiels BAP, CAP sont semblables. C. Q. F. D. 

2» Comparaul au triangle BAC, chacun des triangles BAP, 
CAP, qui lui sont semblables, on obtient successivement 

BP : AB :: ab : bc, cp : ac :: ac : bc. c. q. f. d. 

s** La comparaison des côtés homologues dans les 
triangles semblables BAP, CAP, donne également 

bp:ap:: ap:cp. c. q. f. d. 

Corollaire. Si d'un point quelconque A ffig. lOG) d une 
demi circonférence BAC, on abaisse sur le diamètre BCla 
perpendiculaire AP, et qu'on lire les cordes AB, AC; 

Chaque corde AB ou AC, sera moyenne propor- 
HenneUe entre le diamètre BC» et le segment adjacent BP 
eu CP; 

2* La perpendievlaire AP sera moyenne proper- 
Uonnelle entre les deu» segments BP, CP. 

Cela résulte de; ce que le triangle BAC est rectangle eu 
A (135. cor. 1). 

TfiÉORÉUfi. 

S66. LeearrédeVhypothénused^un triangle rectangle 

ettégal à la somme des carras des dciijc aulrea colés. 

Soit BAC ffig» 205) un triangle rectangle en A , je dis 
qu'on aura 

^2 2 2 

BC = AB + AC. • ■ 

Du sommetA de l'angle droit J abaibbe bur BC ia per- 
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pendîculaire AT, ei j'aurai , en verlu de ce qiil ?i€Bl d*èirft 
dëiuOQlrr nu numéro pn'^ cèdent , 

dp:âb::ab:bc, cp: AC::ÂC;BCi 

faisam, dans ces deux pro|M>riions# le prodoit des ex- 
irémes et celui des moyens, il vient 

AB*=BC.BP, ê^^^BCCPi 
ajoutant ces égalités menibre à membre « oo trouve 

A B -f AC BC.BP + BC.CPi ei , eu meuaut BC en facteur 
commun , 

ÂbV BC ( BP + CP) C) ; 

mais comme BP+CP = BC, BC CBP + CP)=BCBC=Bc! 
donc 

ÂbV AC =»ic^ C. Q, F. D. 
i*' Cifraiiairê, Si Ton retranche alternativement AB et 

AC, des deux membres de l'égalilé prc'ccdenie , OQ aura 

Âc'= BC — ÂB,%l ÂB^= Bc"*— ÂC*; 
ce qui IViii voir que fe cané de fun qutU onque de* côtc'i 
de r angle droit j eut égal au carré de Ihypothénuêe^ 
diminue du carre ds lauire côté. 

Corollaire. Le carré de la diagonale étun reetanffht 
êii égal à la somme des carrés de deux eâtés eontigusf ei 
le carré de la diagonale d^un carrée est douhle du carre 
du eole de ce carré f de-là résulte aussi que les deus 

(*) Comme dans la somme BC.BP + rc.CP, le terme BC est prii 
aatant de foi"; qu'il y a d*unîtês dans BP, plus autant de foi^ qu*il y a 
d'uniliéa duu CP» celte somme peut être représentée par BC(BP -f CP), 
exprime que BC est pris autant de fois qu'il y a d'unités dans 
BP -f CP. En gèncrnl, pour mettre en facteur commun une quantité qui 
*€ trouve être facteur dam chacun des termes d*ttne somme, on écrit la 
quantité facteur cofumiiu en dehors de deux iMineuih^es, entre UsqtÊ«Uêi 
on enferme la *omme de ton* le* mulUylicatâute de cetu qumntHé» 
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diagonales d'un rectangle ou d'un carré êonl égaies, 

3* Corollaire, La diagonale d*un earré^ estineommen- 
Murahle awe h eéiéde ce carré. 

Soit d celle diagonale, cl c le côté do ce carré; nous 
aurons, en vertu du corollaire précédent, d^ = 2c^; divi- 
saot par e * les deux membres de inégalité précédenie • il 
vient 

d* . d 

— = 2, doà — = j^2; mais |/à est un nombre 

incommensurable avec Tunité; donc aussi d est incommen- 
surable avec o (23). C. Q. F. D. 

A* Corollaire. SI Ton divise membre à membre les ëga- 

3 ^9 

Itlës AB= BG.BP, AC = BC.GP, obtenues ci-dessus, il vient 

— ^ BP 

A? = îl^^j = T^rr, ou, en d'autres termes, 

-T? BCCP CP' ' 

Ati 

AB^Âc'^::BP:cP; 

ce qui démontre que le» carrée dee deu» côtes de l angle 
droii sont entre eus comme le» eegments de rhypoM^ 
nu»e adjacent» à ce» cété», 

5* Corollaire, On lire successivement de la proportion 
précédente , 

ÂB + Ac": Ac':: bp + cp:cp, . 
et ïbV âc"^: âb'': : BP 4- cp : bP} 

mais ÂbV ÂC^^^ ^\ cl BP + CP = BC , donc 

Bc : Âc^ : BC : cp, et bc^: ab^ : bg : bp; 

ce qui démon irc que le carré de Phypothcnuse^ est au 
carré de fun quelconque de» côtés de f angle droite 
comme fhypothénuee est au eegment adjacent à ce cété. 
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ANALOGIB. — THÉOftiMB. 

* 1967. Le carré tU la diasonate ifun paraUéUpii>ide reetangle 
est égal à to tmmedeecarrét detroh arêtes eonUguês» 

Soit fjig, i74) Be la diagonale d'un parallélipipède lectangle 

_2 —2 —2 —2 

quelconqîic ; je dis qu'on aura Bc = CÀ + CD + Ce. Les trian- 
gles BCc, BAC étant rectangles en G et en A, nons anrons sucoessi- 
yement 

—2 —a —2 -2 —2 —a -2 
Bc=:CB + Gc, CB^GA + ABouCD; 

—2 

ajoutant ces deux égalités membre à membre, et supiiiimant GB, 
terme conunun aux deux membres de Tégalité résultante , il vient 

Bc « CA+ CdV Ce. C, Q, F. D. 

l*r CarolUnre, Le carré de ta dw^onate d^m tube sst iripte du 
carré du eétédêce cube. 

2* Cerottmre. Les quatre diagonales tFun paralléUjnpède rec- 
tangle , ou iPun cube, sont égales* 

3« Corotlmre, Le rappoH de ta iUagonale tFun cube au câté de 
ce cube est exprimé par \/ 3 ; et de-là résulte que te diagonale tPun 
cube est incommensurable avec le côté de ce cube* 

THÉORÈME. 

* 268. Méctproquementf si dam un triangle le carre , 
(fuit côté est a'gal à la somme des carrée des deux autres 
câeds, ee triangle sera rectangle. 

Dans le triangle BAC /7?^. 207) je suppose 

BC = AB + ÂG , 
et je dis que ce triangle sera rectangle en A. Au point A 
félève sur BA la perpendiculaire AD s=s AC , puis je tire 
BD; le triangle BAD étant rectangle en A, Ton aura 

55'== AB + ÂD^ mais AbV AD = AB + AC', donc 

BD^=:BC^, d'où l'on lire BD= BC; les iriauglos BAC, 
BAD ont donc leurs trois côtés égaux chacun à cliatnn et 
sont égaux, donc l'angle BAC BAD ; mais ce dernier 
angle est droit par construction , BAC est donc aussi droit , 
donc le triangle BAC est rectangle en A. C. Q. F. D. 



V 
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269. U rapipon du tété du ewfté imerii au rayon du 
verele , est exprimé par y/l. 

Ddmomirati&n. Le triangle reclangle AOB /fig, 182) 

donne âB s AO -f- BO s= 2âO ; prenant le rapport de 

AB à AO » puis extrayant la racine carrée des deux 

AB 

membres de Tégalilé résultante, il vient jQ = k^2. 
a Q. F. D. 

3* Démamiration, AG étant la diagonale du carré 



ioecril, nous aurons 2AB s» AC (266. cor. S); mais AC 

éiani double du rayon AO, AC = 4A0 ; donc 2AB = UAO ; 

prenant le rapport de AB à AO , et extrayant ensuite la 

l aciijc cai rée des deux membres de Tégalilé résultante, il 
AB 

vient — =s|/2. c. Q. F. D. 

ANALOGIE. — THÉORÈME, 

* 270. Le rapffort dU câté du cube inscrit au rayon de la sphère 
est exprimé par l/^f (^S- 208). 

V. N. P. 3* dém. A. L. D. carré, 2ÂB« \/% 

—2 

L. cube, 5AB, i/ J. 
THÉORÈME. 

* 270. Le rapport du câté du triangle équikttéral inscrit 
au rayon du cercle est exprimé par 

Soit /Ttg. 184) AG le côté do triangle équilatéraî inscrit; 

du ceiiire 0 j'abaisse sur AG la perpendiculaire OB, 
laquelle partage l'arc ABC en deux parties égales; je lire 
aussi la corde AB, et Al> ^ern le côté de l'hexagone régu- 
lier inscrit, qui, conmie on sait, est égal au rayon du 
cercle (2/iO); les triangles rectangles AHB, AHO sont donc 
égaux, puisqu'ils ont denx c6tés égaux chaena à chacun f 
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par suite BU = HO. Cefa posé, le Iriau^ wciangte 
AHO domie 

Io"=ÔH + ÂH ~(iOB)» + (iAC>=iAO + i^^^ donc 
4A0 == AO + AC i relrancbani AO des deux membres de 
rëgaliië précédente, il reste siô* = ÂC *: pi eiiam le 

2 2 

rapport de AC à AO , puis extrayant la racine carrée des 

deux membres de l'égalité résuUanie, il viest ^ = 
C. Q. F. a 

FROBLÈIIB. 

271. Trouver une iroinème proporHannelle à deux 
hffnee données 'bet'Lffig. 206). 

Ayam tiré la ligne indéfinie BX , je prends sur ceue ligne 
BP = D; au point P j'elevc Ja pci pendiculaîre PA = E ; je 
tire la droite BA , et au poiut A j élève sur cette ligue une 
perpendiculaire, que je prolonge jusqu'à sa rencontre en C 
avec BX ; PC sera la troisième proportionnelle demandée, 
car on aura 

bp:pa::pa:pc,ouD:e::e:pc. c.q.f.d. 

PROBLÈME. 

272. Trouver une ligne qui soit moyenne propor- 
tionnelle entre deux lignes données D tf< F (ûg. 206). 

Ayant thé la ligue indéfinie BX, je prends sur celle 
ligue BP = D, PC = F; sur BC comme diamètre je décris 
la demi-circonférence BAC, et an point P j'élève la per- 
pendiculaire PA> qui sera la moyenne proportionnelle 
demandée; car on aura 

BP : PA :: pa : PC, ou d : pa :: pa : f. 

c. Q. F. D. 

THÉORÈME. 

273. Les parties de deux cordes qui se eaupeni dans un 
ecrclc sont inversernent proportionneliee* 

Soient AB , CD (fig. 209) les deux cordes , et R leur point 
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de rencootre; Je dis qa*on aura AR : CK : : DR : RR« Ayani 
tiré les lignes AD, CB, j*ûbsenre que les angles A et G sont 

égaux , ainsi que les angles B et D : les premiers comme 
ayant pour mesure la moitié du même arc BD, les seconds 
comme ayant pour mesure la moitié du même arc AC ; les 
triangles ADR, CBR sont donc semblables, et la compa- 
raison des côtés bomologaes donne AR : CR DR : BR. 
C. Q. F, D. 

ANALOGIE. — THÂORÂMB. 

274. Les parties de deux cordes qui se coupent dans une 
spkère sont inversement proportionnelles. 

En conduisant un plan suivant les deux lignes données, on 
coupera la sphère suivant un cercle; et comme les deux lignes don- 
nées seront des cordes de ce cercle, on retombera sur le théorème 
précédent. 

THÉORÈME. 

275. Si d'un point R (fig. 210) pris hor^ d'un cercle, 
on nièna les sécantes RA, RB, terminées à la partie 
concave^ les sécantes entières seront inversement pro- 
portionnelles à leurs parties oxtérieureêi de sorte qu'on 
aura RA : RB :: RD : RC. 

Je tire les cordes AD, BC, et je compare les triangles 
RAD, RBG : Tangle R est commun à ces deux triangles; les 
angles A et B sont égaux, comme ayant pour mesure la 
moilié du laéuie arc CD, donc les triangles compares sont 
semblables; et les coiës homologues donnent la proportion 

RA : RB :: rd : rc. c. q. f. d. 

AIHALOGIE. — THÉOUÈME. 

276. Si d*un point R (fîg. 210) pris hors d'une sp/ière, on 
mène les sécantes RA, RB, terminées à ta partie concave, les 
sécantes entières seront inoenement proportionnelles à leurs par» 
des extérieures. 

V. N. 274. A. L. D. coide. 

L. sécante. 
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277. iSf cPfinpamiR (iig. M)pn$ h4Mn éPun eereh^ on 
mène une tangente RB, et une eéeante RA terminée à la 

partie co?icave, la tangente sera moyeîine propor- 
tionnelle j entre la sécante entière et sapartieeate'rieure. 

Je joins le point B avec les points A et C , et je compare 
les triangles BRA, BRC : Tangle R est commun à ces deux 
triangles ; TaDgle A est égal à Taogle ABC , car tous deux 
ont pour mesure la moitié du même arc BG , donc ces deux 
triangles sont semblables; et la comparaison des côtés 
homologues donne RÂ : RB : : RB : RC. C Q. F. D. 

ANALOGIE. — THÉORÈME. 

** 278. Si «ftfii fKnmt R (fîg. Sll) pm ftors dVm^ tphère, on 
mène une tangente RB, «I «ne sécante RA terminie à la partie 
eoneame^ ta tangente sera moyenne proporthnnetle, entre la 
eécante enUire et sa parde extérieure, Y. N. 274. 

A. L. D. seront des cordes à ce ceide. 

L. seront respectivement tangente et sécante de ce ceicle. 

PRORLÈMB. 

279. Partager une droite donnée AB (fig. 212) en deux 
partiee, telles que Fune d^ellei eoit moyenne propor- 
tionnelle, entre la ligne entière et Vautre partie. 

Au point B j'élève BO perpendiculaire sur AB; Je prends 
BO = iAB, cl du point 0 pris |)()ar ceniro, avec OB pour 
rayon , je décris une circonférence qui sera tangente en B à 
la droite AB. Je tire maintenant la droite AO qui rencontre 
la circonférence en R ; sur AB je prends AC = AR , et je dis 
que la ligne AB sera partagée au point G de la manière 
demandée; en effet, si Ton prolonge AO jusqu*à sa ren* 
contre en S avec la circonférence , on aura 

AS: AB:: ab:ar (277); 

et de celte proportion un lire, eu relrancbant cluique 
conséquent de son antécédent, 

AS — AB ; AB : : AB — AR : AR ; 
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mais le rayon de la circonlërence éianl égal à iAB, 
RS = ÂB , doûc AS — AB = AR = AC ; et comme aussi 
AB — AR = Al^ — AC = BC, la proporuon précédenle 
devrcnt AC : AB ;: BC : AC| meiiani les e&lréme« à b 
place des moyeD» , et réciproqneneni , il vient 

AB : AC :: AC : BC. c. q. f. d. 

Scoîie. En eumparant le produit des exlrémes à celui 
des moyens , on s assurera sans peine que la moyenne 
proponionnnllc AC est plus grande que BC. 

Lorsqu'on partage une ligne ainsi qu'on vient de le fairei 
OD dil qum ia divise m mtùyênnê éI extrême raêsen, 

niOBLÈllK* 

* 280. Itiserire un de'eafjofte re'guUer dam une circon- 
férenee donnée ^ ensuite un pentagone et un penté- 



V Supposons le problème résolu , et soil AB /"fig. 2i S) le 
cAté do décagone. Je joins avec le centre 0 les points A et 

B, et je forme un triangle AOB qui est isocèle, car OA=OB} 
mais dans un ni angle isocèle les angles opposés aux côlës 
égaux sont égaux , donc OAB = OBA. Concevons, niainle- 
iiaut, le point 0 joint avec chacun des sommets du déca- 
gone ; nous aurons ainsi autour du point 0 dix angles 
consécutifs égaux entre eux , et jcomme la somme de ces dix 
angles est ^le à quatre drqjts, Tangie 0 est le de quatre 
droits } donc, en prenant Tangle droit pour unité , noua au- 
rons 0=iV=|. L*aDgle 0 valant la somme OÂB+OBA 
dcb deux auLr€s=2— et comme ces angles OAB, OBA 
sont égaux , chacun deux vaut t. Partageons mainieiianl 
l'angle OBâ en deux parues égales ; la ligue BC île division 
décomposera le triangle AOB en deux triangles ABC, OBC 
qui seront isocèles, car dans le premier les angles A , ACB 
sont égaux chacun à i , et dans le deuxième les angles 
0, OBC sont égaux chacun à nous aurons donc 
AB = BC OC; OC étant une ligne égale au côté du 
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déeafpoiie, la question est ramenée à déierminer de quelle 
uiauière la bissectrice BC de 1 angle B, divine le rayon OA: 
Or, le iriangle AOB doone (253) OB : AB :: OC : AC ; iiiais 
OB == OA , AB UG, donc OA : OC : : OC : ACi ei ïou 
voii que la ligne BC divise le rayon OA eo moyenne et 
rxtr éine raisoD. Pour ituerire h dééagono régulier, H 
faudra dmÊC pmrimgw h ragan m moyifUM êt esiféme 
racftffty pui$ pùrê$r la mêgennê raiêon iO /Ut sur iu 
einsoft^iviietf • 

Le décagone régulier étant inscrit, si l'on joint les 
sommets des an<îles alternauvemcul, oû obiieadra le 
pentagone régulier. 

S** Soit BA Tare sous-tendu par te côté dudécagODei ei 
BD lare sous^tenda par le côté de Thexagone; je dis que 
AD sera Tare soii8*t6Ddii par le c6té du pentédécagooe. £n 
effet , AD»BD— ABi mais BD s» ^ cire., et AB = i^ cire.; 

dODC 

AD SB |cir«. — i^QÙe. « ^eirc,— cire = ^^circ. = ^ cire. 
C. Q. F. D. 

Scolie. Le problème que nous venons de rt >oudre peut 
senrir à partager la circonférence en 360 parties égales^ 
pour cela, on la partagera d'abord en 10 parties égales en 
îoacrivaBl ie déoagoae régulieri puis eo i$ parties égales 
en inecrif aM le peDtëdécagoDe i on doublera le nombre des 
eftiés du pentëdëcagone, et la circoDASrenoe se trouvera 
partagée eu SO parties égales. Par une suite d'essais , on 
partagera ensuite chaque arc en 3 parties égales, et la 
circonférence se trouvera partagée en 90 parties égales ; on 
doublera deux fois de suite le nombre des dernières divi- 
sions, et la circonférence se trouvera partagée de la . 
manièredeaMtBdée* La difficulté d'une semblable opération 
provient de ce qu*il fout partager un aro eu 3 parties égales, 
car le problème de la trieeetwn de tare , n*eêi pas du 
rettsort de la géométrie elémentairey qui ne résout ee 
problème que dans ie cas particulier du quadrant i nous 
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savons , en effet , partager en S parités égales un arc de 

90 degrés, puisque nous savons inscrire le dodécagone 
régulier^ doni lu culé sous- tend un arc de 30°; or, âû** sont 
bien le tiers de QO*". 

CONSTRLCTION DES ÉCHELLES. 

* 281. Quand on lève ie plan d'un terrain horizontal , on 
conçoit liés par des triangles les points remarquables qnll 
renferme ; et ces triangles, on les rapporte sur le papier en 
consirnisant des triangles semblables, dont les oôiës, plus 

petits, ont un rapport donné avec ceux des triangles qu'ils 
représentent; ainsi, on rcprcscmo sur le pi] iri ( Imque 
mètre f ou par un décimètre , ou par un centtmeire , elc; 
alors 10 uièires, par exemple, occupent sur le papier, soit 
nne longueur d'un mètre, soU une longueur d'un déci- 
mètre, etc., suivant qu*on prend un décimètre, ou un 
centimètre, pour repr^nter un mètre. Ponr réduire aox 
proportions d*un plan, une longueur mesurée sur le terrain, 
on se sert d'une échelie qniy le plus souvent, n*est qu'une 
règle partagée en un certain nombre de paiiics égales 
numérotées, et répondani, chacinie, à une longueur donnée 
prise pour unité. La ligure 214 représente une échelle, 
ayant sa longueur partagée en 10 parties égaies; au-dessous 
du zéro, se trouve une des divisions de la règle également 
partagée en 10 parties égales, et dont la numération pro- 
cède en sens inverse de celle de la règle $ alors , si cbaqoe 
division de la règle représente un mètre , chaque subdivi- 
sion répondra à un décimètre ; d'où il suit qu'avec cette 
échelle, on pourra réduire aux proportions du plan, un 
. nombre donné de mèires ci de décimètres. Supposons 
qu'on veuille réduire 9 3; on appli(]uera l'une des pointes 
d'un compas sur le u'* 3 placé au-dessous du zéro, puis on 
ouvrira le compas, jusqu'à ce que l'autre pointe vienne 
aboutir au n** 9, situé au-dessus du zéro ; Ton aura ainsi 
une ouverture de compas répondant à 9 * 3. 
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Une figure éiani réduiie aai. proportions du plaot oi 
peui QiisuUe, au moyen de rëchellet évaluer certaines 
dimensions de celte ûgure qui ii*onl puéire prises directe- 
ment; car supposons, pour fixer les idées, qiron ait mesuré 
sur le terrain la base BC (/?^. 204) d*un irinnglo BÂC, et 
les aiifi[li's W (M i\ j a()rès avoir iracé sur I(î papier une ligne 
B'C, com]H>sce d'aiiiaiu de (Ji\ i.NÎoiJa de it€licllc quo BG 
reuferoïc d'uni lés linéaires, on consiruiru aux points B cl C 
deux au^^Iesrcspeciivrmem égaux aux angles B ei C, et on 
aura ainsi un triangle B' A'C semblable au triangle BÂQ 
or, comme deux triangles semblables ont leurs côtes ho- 
mologues proportionnels» A'B' et Â'C contiennent 
rospeciîvcmeni auiant de pariies de lecbelle que 
AB ei AG coniiiMinenl d utniés linéaires; donc, pour 
cunnaîirc AI> cl AC, il siiiïirn do niouriM- snr l'échelle 
A'l>' ei A'C, 01 anfnm tes doux ligues coniiciidroni de 
divisions, autant AB el AC renfermeront d unités linéaires. 
Une échelle sert doue auâsi à évaluer les dimennone 
d^une figure^ au moyett des dimensions plus peUies dtune 
cuire. 

L'échelle qnî vient d'êirc décrite ne pcul pas toujours 

êlro cniplovée ; cela arrive (ouïes les fois (jue la longueur 
lépoiiUanl sur le papier à l'unilé linéaire, esl très- pelile par 
rapport à celle uniie ; si parexeujple chacune des divisions 
de 1 échelle précédente, au lieu de répondre ù un mèlre, 
répondait à 100 mètres» il faudrait, pour réduire aux 
proportions du plan un nombre donné de mètres, partager 
en 100 parties égales Tune des divisions de Téchelle ; et 
quoique', géométriqtiement parlant , une telle division soil 
possihio, i lie serait à peu-près impraiicable. Aussi, dans ce 
cas, laii-oii usage d'une échcUe de iransversales , dont la 
construction repose sur le pt incipc suivant. 

LEItME. 

Si tun AB (fig. 21S) dei calés de l'ongle drok 
d'un triait y le reclangle CAB, eanlientjun nombre entier 
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dtdiviêiouê égaieê à une quantité donnée p, et f nuire 
côté un pareil nombre de divinom égalée à um autre 
quantité quelconque P; en élevant dee perpendiculaire» 

jusqu'à rhypothéttufe BC^ par chacun dee pointe de 

divixioit de AC, cliacune de ces perptadieulaires con- 
tiendra autant de fois />, quîl y a d''unilés dans le 
numéro de cette perpendiculaire i la numération été AC 
ayant eon origine au point C. 

Je suppose, pour fixer les idées, que AB coniieiiDe 
10 fois p; AC contiendra 10 fois P, et en considérant, par 

exemple, la perpendîculaii o ah qui répond au ii" 8, je dis 
qu'on aura ab = 8/>. Comparant les triangles semblables 
CAB, Cab, on a la proportion CA : Ca AB : ab; mais 
CA : Ca : : 10 : 8 (21), donc, à cause du rapport comaïun, 
10 : 8 : : AB : ah,- au lieu de AB substituant sa valeur 10p> 
et simplifiant ensuite la proportion résultante , il vient 

1 : B :: p : a^, d*oà ab^Sp. C. Q. F. D. 

Par conséquent, si la ligne AB représente une longueur 
de 10 uhiiéb linéaires, ab représentera 8 de ces mêmes 
unités, de sorte qu'atimoyen du triangle CAB, on obtiendra 
sans peine une ouverture de compas correspondante à un 
nombre moindre que 10 d*anités linéaires. Si dans le nombre 
d^unités linéaires à réduire aux proportions du plan, se 
rencontre une fraction , on la D(*glige en rendant toutefois 
Vcrrenr moindre qu'une demi-unité. Du reste , si on voulait 
que le triangle CAB donnai les fractions il'uiiiie, les dcci- 
mèlrcs cl même les centimètres par exemple, il suflirail 
de rendre AC assez grande pour que sur celte ligne, on pûl 
porter 100 ou 1000 ouvertures de compas égales entre 
elles; dans ce cas, les perpendiculaires répondraient 
évidemment à des nombres de décimètres ou de centimètres, 
marqués par leurs numéros respectifs. 
, Scolie, Comme la grandeur des divisions de AC est 
tout-à-fait arbitraire, on suppose ordinairement P=AB. 

* 28S. Echelle de dixmes. 
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Pour construire uDe échelle de traosversales , je irace 
une ligne indéfinie sur laquelle je prends une longueur 

AB (//</. 2i0) coiTCspondanie a 100 unilcs linéaires; au- 
dessous du point B je prends les distances égales BC , CD, 
etc., el la ligne AD repnscmera une longueur de 300 
unilés linéaires ; au-dessus du poiul A je prends aussi 
Afit = AB, el je partage cette ligne km en iO parties 
égaies ; alors, chaque division àa de km répondra à 10 
unités linéaires; au point À j*élève sur AB une perpendi* 
culalre ku s= AB, et je partage encore Ati en 10 parties 
égales que je marque, à partir du point u, des n*** 0, 1, 2,3, 

6, 5, lOi pai cliaciiii dt^s points de division de Aw je 

mène des parallèles à A^u, et je termine ces parallèles, que, 
pour faciliter le langage, je supposerai hni izoniales , d'un 
cdté à la droho mr élevée par le point 7n perpendiculaire" 
ment à Am, et de Tautre côté à la droite perpendiculaire 
à AD; sur la ligne /r, qui passe par le point u, je porte, à 
partir du point u et au- dessus, 10 ouvertures de conipas 
égales à Aa; je marque ces nouvelles divisions des n** 10, 

20, 30, 100, conime on le voit sur la figure^ ei je joins 

avec le point a le n° 0, avec le point b le n" 10, avec le point 
€ le n" 20, et ainsi de suite; ces lignes de jonction sont 
parallèles (226), et partagent en parties égales aux 
sions de km, les parallèles à cette ligne (2^2); cnlin, aux 
points B, C, D, j'élève des perpendiculaires à Texiré- 
mité desquelles je marque les n"^ 100, 200, 300» etc., et 
réchelle se trouve terminée. 

Je suppose qu'on veuille, au moyen de cette échelle, 
obtenir une ouverture de compas répondant à 165 unités 
linéaires j on appliquera Tune des poiiiios d'un compas sur 
la perpendiculaire du n" 100, en un point x situé sur la 
5^ horizontale, et Ion fera aboutir l'autre pointe sur la 
même horizontale, au point z placé vis-à-vis le n"" 60; 
cette ouverture de compas comprendrat en e£fet, 146 divi- 
sions de l'échelle : du point au 5 U y en 100, du n** S au 
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point y II y en 5 (181), enfin du point y aa pofnt Il y en 

a 60, ce qui fait un loial de 145, L tchellc qui vient d'être 
consiruiie est une échelle de diwmex, mais un anruit pu ïa 
conslrnire suivant luute autre loi. La dislance AB a géné- 
ralement un rapport donné avec Tunité linéaire. 

Suivant que l'unité linéaire est représentée sur le papier, 
soit par iV» soit par tiv) etc., on dit que réebetle est au 
10* ou an 100*, etc. Les échelles du cadastre sont au 5000*, 
au 2500* et au 1350*, suivant que le terrain est plus ov 
moins morcelé. Les plans de la grande carte de France, par 
Cassini , sont au 86/jOO''; ainsi, sur celle carte , une lon- 
gueur d'un mètre répond à une longueur de 86,'i00 mèires. 

Proposons-nous, maintenant, de déterminer combien de 
parties de rcclielle contient une ligne donnée, et soit 
(^fig. 216) cette ligne; ayant pris nne ouverture de 
- compas égale à MN , je reconnais qu'en appuyant sur le 
A* 100 Tune des pointes du compas , l'autre pointe tombe 
entre le n* 60 et le n* 70, sur Tborizoniale du point u; 
à partir de la perpendiculaire -qui répond au n« 100, je 
porte successivement MN sur les horizontales n° 1, n* 2, 
D** 3, n* ^, etc., cl je trouve que celle ligne vient aboulir 
vis-à-vis le n** 60, un peu au-dessus de la transversale de 
ce numérOy sur Tborizontale n'' A, mais au-dessous de la 
nu'me transversale j sur rhorizontale n* 5; il suit de-là que 
la ligne MN contient un nombre de parties de Téobelle, 
compris entre 164 et 165 ; donc , en prenant Tun ou Tautre 
de ces nombres pour la valeur numérique de MN , on 
commet une erreur <C 1 . 

PROBLÈME. 

* 28^4. Masurer la hauteur dune tour du pied de 
toquelie on peut approcher. 

Soit BS {fig, 217} la hauteur qu'on veut mesurer. Un 
Stationnera en un point A d'où l'on apercevra le sommet S 
de la tour; et ayant fixé au point A un instrument propre 
& mesurer les angles y un grapbomètre par exemple , on 
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rendra veriical le limbe nmê de llosiromeiic , ei horizonijtl 

le diamètre fixe ?i8, en faisant en sorte que le point S suit 
vu sur le prol(»ni,riueiu du plan du limbe; celafailton 
assojéfira l'iiisiruinent, on dirigera sur le point S le 
diamètre am , mobile autour du centre a , et ou lira sur le 
limbe le nombre de degrés de Taogle CaS, qui sera, par 
exemple, de 49 degrés; on mesurera aussi sur le terrain 
la base AB » aC, laquelle sera, par exemple, de 55 mètres. 
Pour connattre BS, il suffira évidemment d'évaluer CS, et 
-d'ajouter à celle ligne la hauteur Aa de Tinstrument, car 
Ao = BC. Pour obienir CS, je lire une ligue iticit Unie sur 

I laquelle je prends ah = 55 divisions do rcchelle , au point 
^j'élève la perpendiculaire bg, ei au point a je fais, a Taide 
d*UD rapporteur, un angle de (i9 degrés ; j'obtiens ainsi un 
triangle asb semblable au triangle aSC , et comme dans 
deux triangles semblables les cdlés homologues sont pro- 

^ poriionnels, ^ contient autant de parties de récbcUe que 
CS renferme de mètres; ayant mesuré bi sur Téchelle, si 
l'on trouve que celle ligne coniiuni, par exemple , 53 divi- 

I siuus, CS contiendra bô mètres-, pour avoir la iiauicur 
cherchée , l'on n'aura plus cuMiiu; qu'à ajouter à ce 
dernier nombre la hauteur de 1 instrument. 

PBOBLÈKB. 

* 285. Trouver la largeur d'une ricière , d'un étang ^ 
et m géfieral la dùtanee d'un point donné à un point 
inaeeesiible. 

Je suppose qu'on veuille mesurer la distance AC (fig» 
218) d'un point accessible A a nu ]joiul inaccessible C. On 
mesureia sur le terrain inie base AB, ui irop grande ni 
irop petite, par rapport à la longueur pi ( v^ujnée de AC; on 
stationnera successivement aux points A ei B, et Ion mesu- 
rera les angles A et B que font , avec la base AB, les lignes 
demireAC,BC, dirigées successivement sur le point C$ 
on mesurera aussi la base AB, qui sera , par exemple, de 

i 

i 
I 



I 
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&6 mètres. Cela fail> ayant tiré une ligoe indéfinie , oo 
prendra snr cette ligne ah=h6 parties de Téchellej anx 
points a, by on construira , à l*aide d'un rapporteur, deux 

angles flj hf rcspcciivemeiu égaux à ceux mesurés en A et 
B, el le triangle ach sera semblable au triangle ACB; d'où 
il suit que ac coiuieiidra autant de parties de récbelle que 
ÂC contiendra de mètres. Ayant mesuré ac sur 1 ecbelle, 
si Ton trouve que celle ligne contienti par €*.xentp!e> bZ 
divisions, AC contiendra ht mètres. 

PROBLÈME. 

* 286. Trouver la distance AC (fi g. 219) qui sépare 
dewppomti A et C, hrsqu^un obstaeie interposé empêche 
de voir Vun quand on se trouve à l'autre* 

Pour résoudre ce problème , on mesurera une base BD 

passant par le point A , el assez grande pour qu'on puisse 
voir le point C de ses deux exircmilés; BD sera, par 
exemple, de iGU nièires ; on mesurern aussi la ligne AB 
que je supposerai de 57 mètres, et les angles B et D que 
forment avec BD, les lignes de mire BC, DC. Cela fait, on 
tracera nne ligne indéfinie sur laquelle on prendra, en 
parties de Téchelie , bd = 164 * ; à partir du point b ou 
prendra aussi , en parties de féchelle y ab = B7 mètres, et 
aux points 6 et on conslruii a deux angles respeeiivcnjcnt 
égaux à ceux mesurés en B et I) ; enjoindra cusuiie avec le 
point a le souinu L c du iriauglc ainsi formé, et la ligne ac% 
évaluée en parties de l'échelle , sera exprimée par le même 
nombre que la ligne AC évaluée eu mètres $ ayant masure 
ae sur Téchelle , si Ton trouve que cette ligne contient , par 
exemple, 189 divisions^ AC contiendra 1S9 mètres. 

PilOULÈMB. 

* 287. Mesurer la distance AB (fig. 220) qui sépare 
deux points inaccessibles A et B. 

Supposons , par exemple , qu'une rivière passe entre Ten- 
di*olt où Ton se trouve et les poiMa A et B. Ayant mesuré 
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une ba$e CD qu! sera , par exemple , de CS mètres, on dtrh 
géra snccessÎTement, des pointa G et D, des lignes de mire 
sur les poinis A et et Ton mesurera les angles que cha- 
cune de ces lignes tlo niire fait avec (11). Cela faii, on 
iracn a une li*:fnc iiidétiiiic sur laquelle on f^rendra cd — 62 
divisions de recheiie; on construira au point c deux angles 
aed^ bed, respectivement égaux à ceux mesurés en 0/ an 
point d on constraîra pareillement les angles adCf hdc$ 
respectivement ^gaux à ceux mesures en D, et les lignes 
ea^da^ elebi, if^,. détermineront , en se rencontrant, deux 
poinis dmit la distance n^, évaluée en parties de rëchelle, 
sera égale à la disinnce AB évaluée en mcu cb; ayaiu me- 
suré ab sur réclielle, si l'on trouve que eeiie li^^ne ooutieul, 
par exemple, 53 divisions, AB contiendra 00 meures. 

PROBLÉXB. 

* 2SS. Me$urer la hauteur SP (fig. ^11) d'une montagne 

au-dessus de la plaine. 

On stalionnora aux poinis A ei W plaeés dans la direeiion 
A BP, el Ton mesurera successivement les angles verlicau\ 
SAP, SBP, ainsi que la base ÂB qui sera , par exemple, de 
108 mètres. Cela fait, on tracera une ligne indéfinie sur 
laquelle on prendra ah := 108 divisions de réchelle , et Ton 
construira aux poinis a et deux angles sap^ sbpy respec- 
livenjeiii égaux à SAP, SBP; on formera ainsi un triangle 
aba loi, (|u'en aliaissant du soipuiel .v un^i perpendiculaire • 
gp sur ah, celle perpendiculaire, évaluée en parties de 
l échelle , sera égale à SP évaluée en mètres; ayant mesuré 
êp sur l échelle, si Ton trouve que cetie ligne coulieni, par 
exemple , &78 divisions, SP contiendra 478 mètres. 



ÉNONŒS DE QUESTIONS A RÉSOUDRE. 
1. Deux triangles isocèles opposés par le sommet, soni 
semblables. 

Si Ton conçoit prolongées au-delà du pivot les deux 
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branches d*UD comiMis ordinaire , de manière ù former un 
deuxième compas d*une longueur moindre, on obtient le 
compas de réduction ou à quatre pointeif qu'on em- 
ploie, dans les arts mécaniques, à la réduction propor- 

liouncllc des lignes; en effet, l*ëcariement des petites 
branches donne la réduciion, dans le rapport des petites 
aux grandes branches, de toute ligue mesurée avec les 
grandes branches. 

II. Construire une ligne qui soit à une ligne donnée, 
comme un nombre entier m esi à un auire^nombre entier n. 

Le problème précédent « qui se présente tontes les fois 
qne Ton doit faire In copie d*un dessin dans des proportions 
qiii tlilfei'eiiL de celles du mudcli' , se résouL facilemenl au 
moyen du compas do propuriion {fg. 551 insini- 
ment composé de deux règles en iaiiou , Luui iianl 
autour d'un pivot commun, sur lesquelles sont tracées 
obliquement deux droites concourant au centre du pivot , 
et divisées en parties égales à partir de ce point« On porte 
sur Tune des branches une ouverture de compas on égale à 
n divisions de la règle , pnis on ouvre le compas jnsqu*à ce 
que la dislance des i)oinls de division colés n , soii ('^alc a 
m c'est dans celle siiuaiiun que le compas de proporlion, 
servira à rédiiin^ ifîuies les lignes du modèle dans le rapport 
de m I n; car, si on porte de 0 en C une ligne du modèle, la 
distance de ce point au point D, qui porte la même cote, 
représentera la ligne OC convenablement réduite. 

III; Si dans un angle quelconque A {fig, 2S1 ter) l'on 
construit un parallélogratnme A6CD, et si sur les côtés AX, 
AY de cet angle, on prend deux points E, F, qui soient en 
ligne droite avec D; 1° les deux points E, F resleroni en 
ligne droite avec D, soit qu'on ouvre suii qu'on fernio 
l'angle A} 2<> si Ton fait touraer la figure autour du point 
E, et que Ton assujéiisse le point F à décrire une ligne 
droite, le point D décrira une ligne parallèle à la premièret 
et qui sera à' celle ligne :: BE ; AE. 
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La figure précédente , construite avec quatre règles mo- 
biles à pivot autour des poiots A, B» C, D, et mootées sar 
des rotileites, constitue le pantographe, instromeiic qui 
sert à réduire un dessin à des proportions moindres ; on 
conçoit , en effet , que si le point D est nrani d*an crayon , 
le point F d'un iraçoir, et qu'on fasse avec la main parcourir 
au iraçoir les coiUuurs d'un dessin, le puiiii D décrira un 
dessin cnlièrenienl semblable, et dont les dimensions 
linéaires seront à celles du modèle > dans le rapport de BË 
à A£; de sorte que si , par exemple , B£ est la moitié ou 
le tiers de A£ » les dimensions de la copie seront ou la 
moitié ou le tiers de celles du modèle. 

ly. Inscrire , dans un cercle donné » un triangle sem- 
blable à un triangle donné. 

V. Si par les centres du deux circonférciict s données, 
on mené dans le même sens ou en sens cuiiiraire deux 
rayons parallclrs, el qu'on joigne par une droite les exiré- 
mités de ces rayons, la ligne de jonction ira toujours ren- 
contrer au même point la ligne des centrest quelle que soit 
la direction des rayons parallèles. 

CaroUaire* Mener une tangente commune à deux 
cercles. 

YI. Construire an polygone régulier d'un nombre donné 

de côles, ayaul une lougueiii- déLcruiiiite. 

VII. Déterminer, par une construclion giapliique, le dia. 
mètre d'une tour circulaire connaissant : 1** sa distance à une 
station donnée ; 2*" l'angle sous lequel, de cette station , on 
voit la circonférence de la tour. 



DB LA SIUIUTUDB SES POLYGONES* DE LA SIHILITUDE DBS PO- 
LTftnRES. nu RAFFOBT DB LA CIBGOlf FÉBBRCB AU DIAMÈTEB. 

THÉORàsiE. 

2âi^. Veu^e polygones qui sont compi^a^n d'un metm 

2Ô 
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nombre de trianglei êêmblahlei ehaeun à chacun et 
dUpOÊéê de la même manière , ont leur» côtes prapar- 
Henneli^ et iee angiei eempriê entre ee$ côtés égaux 
chacun à ehaeun» 

Soieni (fig, 222) deux polygones composés des triann^les 

semblables (ABC, abc)y (AGI), ncd), etc., disposés de la 
même manière, je dis (l':il)urd que ces deux poly^^oiies ont 
leurs côtés proporiioniiels ; en effet, la comparaison des 
côtés liomologues dans les triangles senibiabies, doaae la 
suite de rapports éfi^ux 

Âhlah :: bClbc :: AClae :: CDled :: ad: ad 

:: de: de :: AE:ae :: EF:ef:: af:<i/> 

d'ofa Ton tire 

Ah ; abllUC : />6'::CD : cdy.DE : dey.EY : ejy.AV : af. 

Je dis, maiuleiiaiu, que les auj'h s compris enire les colés 
proportionnels sont égaux; I angle BAF du premier poly- 
gone est ép;al à Tangle baf du second , car ces angles sont 
composés de quatre angles égaux chacun à chacun ; Ton a 
aussi , par hypothèse , ABC = abc^ AF£ = afe; quant aux 
angles (BCD, hed), (CDE, ede)^ (DEF, def), ils sont 
égaux , comme étant formés de deux angles égaux chacun 
à chacun. C. Q. 1 . Û. 

1" Scolie. Les polygones que nous venons de considérer, 
ofTieni l'exemple de deux polygones ayani leurs angles 
égaux chacun à chacun , et les côtés adjacents à ces angles 
proportionnels; ce mode do ressemblance de deux poly- 
gones porte le nom de similitude^ de aorte qae deu» 
polygones sont dits être semblables, quand ils ofit leurs 
angles égaux chacun à ehaeun, et les côtés adjacents à 
ces angles proportionnels. 

2*" Scolie. Quand deux polygones sont semblables, les 
côtés proporii .nnels et les angles égaux sont nommés 
côtés el angles homoiogues. On nomme aussi lignes 
homologues t les lignes qui joignent les sommets des 
angles homologues. 
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* 290, Deux pyramides qm sont composées cf un même nonthre 
de tilraèdres semblables chacun à ckacun et d&sposés de la mime 
manière, ont leurs faces semblables chacune à chacune, et tes 
angles solides compris sous les mimes angles plans égaux chacun 
à chacun. 

Soient (fig, 223} deux pyramides composées des tétraèdres sem- 
blables (SAfiC, sabcjy (SAGD, sacdj^ elc.^ disposés de la même 
manière; d'abord, les polygones qui servent de bases aux deux 
pyramides sont semblables cbacun à chacun (289); quant aux 
faces latérales, elles sont respeclîveraenl semblables comme faces 
homologues de tétraèdres semblables. Je dis maintenant que les 
angles solides compris sous les mêmes angles-plans, sont égaux cba- 
cun à cbacun; l'angle solide S est égal k l'angle solide .s, car, oulrc 
que ces angles solides ont leurs angles plans resj)eclivenient égaux, 
les dièdres compris eiilrc les angles plans égaux sont aussi égaux;- 
el en elïet, le dièdre BASF est t g<il .tu dièdre 6as/, car ces dièdres 
sont composés de quatre dièdres égaux chacun h. chacun ; Tun a 
aussi, par hypothèse, dièdre ABSC = absc, et dièdre AFSE — a/se; 
quant aux dit dres (BCSD, bcsd)^ (CDSE, cdse), (DESF^ ff^-^f), ils 
sont égaux, comme étant formés de deux dièdres égaux chacun à 
chacun; enfin , l'égalité des trièdres (A, aj, (B, bj, etc. est assurée 
par celle de leurs angles plans. 

1^^ CoroUmre. Si l'on coupe une pijr a mi de par un plan parallèle 
à la base, on détachera de la pyramide donnée , une autre pyramide 
qui lui sera semblable. Cela résulte de ci; que les deux pvra?nidcs 
seront composées d'un même nombre de tétraèdres semblables 
chacun à chacun, et disposés de la mémo manière f"24G. scol. i). 

2® Corollaire. Si l'on coupe une pyramide par un plan parallèle 
à la base., la section produite est un polygone semblable à cette base; 
puisque celle section, et le polygone qui sert de base h la pyramide, 
sont composés d'un même nombre de triangles semblables chacun 
à cbacun , et disposés de la même manière. 

1« Scolie. V. N. P. scol. 1. 
A. L. D. polygone, angle, côté, proportionnel. 
L. pyramide, angle solide, face^ semblable. 

2® Scolie. Quand deux pyramides sont semblables, tes faces 
semblables, les angles solides égaux ^ et les dièdres égaux sont 
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nêmmh faces, angles solides, et angln dièdres homologues^ On 
nomme aussi lignes homologues. Us Ugnes quijmgnoiU les eommelM 
des angles solides homologues. 

ANALOGIE II. — THÉORÈME. 

* 291. Deux polyèdres qui sont composés d'un vwme nombre de 
pyramides semblables chacune à chacune, et disposées de la même 
manière, ont leurs faces semblables chacune à chacune, et les 
ongles solides compris sous les mêmes angles plans égaux chacun 
à chacun. 

Les diverses faces des deux polyèdres étant semblables chacune h 
chacune , comme faces homologues de pyramides semblables, les 
angles solides des deux polyèdres sont respectivement compris 
sous les mêmes angles plans; ces angles solides seront donc égaux, 
si les dièdres compris entre les angles plans égaux sont égaux ; or, 
ces dièdres sont, ou des dièdres homologues^ ou des sommes de 
dièdres homologues de pyramides semblables. 
1" Scolie, V. N. m SCOl. i. 
A. L. D. polygone, angle , côté, proportionnel. 
L. polyèdre, angle solide, face, semblable. 
2* Scolie. V. N. P. sool. 2. A. L. D. pyramide. 

L. polyèdre, 

3* Scolie, Deux egtindres ou deux troncs de cénesoni semblables^ 
gwsnd les figures génératrices de ces solides, sont elles-mêmes 
semblables, 

TBiOHÈlIB. 

292. Beciproquemoit ^ deux polygones semblables sont 
composés d uu même nombre de triangles semblables 
chacun àekaeun^ et disposés de la même manière. 

Par les sommets homologues A, a {fig, 1132) des 
deux polygones, je mène toutes les diagonales possibles, ei 
je décompose ainsi les deux polygones en un même nombre 
de triangles assemblés dans le même ordre , et que je dis 
être semblables. Je corupai e li abui d les triangles extrêmes 
ABC, ah€\ Tangle ABC du premier triangle est égal , par 
hypothèse, à l'angle abc du second; et comme d'ailleurs, 
en venu de ia similitude des polygones, AB ; ai;:BC l he. 



Digitized by Google 



197 

les deux triangles sont semblables (25/i); par suite, les 
angles ÂCB, aeb sont égaux; si nous reiranchons ces 
deux angles des angles égaux BCD, bed^ les angles restants 
ACD, acd seront encore égaux , et les polygones ÂCDEF, 
acd^ seront aussi semblables; alors, par la même raison 
qne ci-dessus^ les diagonales AD, ad détermineront, dans 
ces nouveaux polygon(»s, deux nouveaux triangles sem- 
blables ACD, acd ^ ei ainsi de suite ; donc , etc. 

Scolie. Le* lignes homologue* de deux pQlygonet êemr 
biablei iont proporUonnelUê, 

ANALOGIE t. — TnéonÈVE. 

• 295. Réciproquement , deux pyrtnn'ntrs scrulilahlcs <;ont com- 
posées d'un même nombre de tétraèdres semblables chacun à 
chacun , et disposés de la même manière. 

Par les sonnmets homolognr<; a fjrg. 223^ des deux pyramides, 
je mène toutes les diagonales possibles, cl je délermine ainsi, tluas 
les deux pyramides, un m^me nombre de tétraèdres asscnibiés 
dans le même ordre, et que je dis être semblables. Je compare 
d'abord les tétraèdres extrêmes SABC, sabc ; le dièdre ARSC du 
1"' tétraèdre est égal, par hypothèse, au dièdre ahsr dn 2''; et comme 
d'ailleurs les faces (ASR, asb), fB5>C, bsc ) sm\\ si niblables, les 
deux tétraèdres sont semblables mais les deux It'Iraèdres 

étant semblables, ces deux solides ont toutes leurs autrrs faces 
respectivement semblables, et leurs autres dièdres égaux cii icua 
à chacun; donc les pyramides SACDKF, mcdcf sont aussi semblables; 
alors, par la même raison que ci-dessus, les diagonales AD, ad 
détermineront, dans ces nouvelles pyramides, deux nouveaux té- 
traèdres semblables SACD, sacd, cl ainsi de suite; donc, etc. 

Scolie. Les lignes homologués de deux pyramides semblabUs sont 
proporâonneUes, 

ANALOGIE II. — THÉORÈME. 

* 291, Réciproquement , denjc pobjedres semblables sont composés 
d'un même nombre de pijrmmdes semblables chacune à chacune^ et 
disposées de la même manière. 

Par les sommets homologues S, s (fig. 224) des deux j)nly( (1res, 
je mène toutes les dia^osles nossibles, et je décompose ain^U les- 
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deux polyèdres pn un même numhrede pyramides assemblées dan» 
Je maille ordre; prenant, dans les deux polyèdres, deux f)yramidcs 
homologues SABCDEF, sabcdcf, et telles que cliacunc d'elles ail 
un dièdre commun avec le polyèdre dont elle fait pitrliV , je dis que 
ces pyramides seront semblables; parles sommets homologues A, a 
des deux pyramidr"^, je mène toutes les dia^'onales possibles; ces 
diagonales déterminent, dans les deux i \ l ainides, un même nombre 
de tétraèdres assemblés dans le même ordre, et que je vais comparer. 
Je considère d'abord les tétraèdres SABG, sabc; le dièdre ABSC du 
l*"^ tétraèdre est éiiral, par hypothèse, au dièdre nbsc du 2"; et comme 
d'ailleurs les faces ( ASIÎ , ash) , ( ESC , bsc ) sont semblables, les 
deux tétraèdres sont semblables (255); par suite, les dièdres SACB, 
sacb sont égaux, ainsi que leurs suppléments respectifs SACD, 
sacd; les tétraèdres vSACD^ sncd sont donc aussi semblables^ comme 
ayant un dièdre égal compris entre deux foces respeclivemenl 
semblables, et ainsi de suite ^ donc les pyramides comparées sont 
semblables. La similitude des pyramides SAtU.DI^F, sabcdef, ser- 
Tindl à établir celle des pyramides voisines SD£il, sdeh, et ainsi 
de suite; donc, etc. 

Scotie» Les lignes komoUfguee de deux poh/èdres semblables 
sont jtritporUonneUes, 

PROBLÈME. 

295. Sur le eoié ab (ûg, l^i) hemoloffue à AB, ems- 
truire un polygone semblable à un polygone donné 
ABCDEF. 

Au puini a de la ligne «/>, je cousiruis Tanglo bac=]\XC; 
et au point b je consiiuis éi^alenient Tangic Z> = D; les 
lignes flc, bc dëteiiniueront, eu se ronconirant, un 
triangle abe semblable au triangle ABC (2ô6). Au point a 
je construis encore 1 angle ead = CAD, et nu point e je 
construis Fangle aed = ACD; je forme ainsi un nouveau 
triangle adc semblable au triangle ADCj en continuant 
cette suite de consiruciions, on formera successivement les 
triangles aed , afe , qui seront respcciivcmeut semblables 
aux triangles AED, AFE; donc aussi le polygone abcdej, 
sei a semblable au polygone ABCD£F. 
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ANALOGIB I. — IPROBLÉIIB. 

29d. Sur la face asb (Hg. 223) temblabte à (a fœe A&B^ 
construire me pyrandde semblable à la pyramide donnée SABCDEF. 

Suivant la ligne afr, je conduis ini plan qui fasse avec le plan asb, 
le dièdre sabc égal au dièdre SABC; dans le plan ainsi mené je 
coDStraissur a6, homologue k AB, un polygone abcdef semblable 
au polygone ABCDEF; je joins le point s avec les points c, d, c^f, 
et je dis que la pyramide sabcdef sera semblable à la pyramide 
donn(''e SABCDEF. Je compare d'abord les lélraèdres SABC, sabc; 
le dièdre SABC dul*"^ ti lraèdreesl<''gal, parcoiistrueliori, au diî'dre 
sabc du â*"; et comme d'ailleurs les faces (ASB, asb), (ABC, abc) 
sont semblables, les deux lélraèdrcs sont sou ibl al tics (:25r)}; par 
suite, les dièdres SACPi, sacb sont (':raux^ ainsi que leuis supplé- 
ments respectifs SAIID, .çrj((/ ; les lélraèdies SACD , uirrf sont donc 
aussi semblables, et aiusi de ^uile; donc les pyramides comparées 
sont semblables. C. Q. F. D, 

ANALOGIE II. — PROBLIkHB. 

*♦ 207. Sur la face asb (fjg. lU) sanblable à la face ASB, 
construire nu pnhjèdre semblable au pohjèdre donné SIIABCDEF. 

Suivant la ligne «6, je conduis un jtlan qui fasse avec le plan 
ash, le dièdre sabc égal au dièdre SABC; dans le plan ainsi mené 
je construis sur homologue à AB, un polygone a6crf^/"semblable 
au ptdygone ABCDEF, et je joins le point s avec les points d, e^f; 
la pyramide sabcdef ainsi formée, sera semblable \\ lu pyramide 
SABCDFF (590). Suivant ^/p, je mène pareillement im plan qui 
fasse avee le plan scd^ le dièdre heds égal au ditdre IIFJ)S; dans 
\v, [)liin ainsi mené je construis le triangle cdii semblable au lrian,gle 
EDil , et le tétraèdre sdch sera semblable au tétraèdre SDEII , coniîne 
ayant un dièdre égal compris entre deux faces respectivement smi- 
blabics, et disposées de la mi^me manière; je joins ensuite le point 
c au point h, le point h au point .v, cl je dis que le tétraèdre scdh 
sera semblable au tétraèdre SCDII ; en eilet, le trièdrc D étant 
égal au trièdre d (liO), Tangle plan HDC = hdc; et comme 
HD : hd :: DC : de, les faces CllD, chd stmt semblables ; mais 
à cause de Tégalité des deux trièdres, les dièdres ilCDA, hcda 
sont égaux ; donc les dièdres IICDS, hcds sont aussi égaux, 
comme étant les différences de dièdres égaux ^ ainsi le dièdre 
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HCD8 = IICDA — SCDA , et le dièdre lads = hcda — scda; 
les tétraèdres comparés sont donc semblables. Si je prouve main- 
teuaiit que les lignes hc, .ç/sont dans un m6me plan, ainsi que les 
lignes s6, j'aurai construit un polyèdre semblable au premier, 
coiiiMio l iant foniu' d'un mAme nombre de pyramides semblables 
à celles du premier polyèdre, et dispos«'Ts de la mî-ine manière. 
Je considère d'abord les lignes he, s/] le ira dre c étant é^ral au 
trièdre E (l iO), Tangle plan hcf — TIEF; nuiis drja les an^^les lies, 
fes^ sont respectivement égaux aux angles HhS, Fi:S; cl comme 
IlEF — HES + FES, Ton a aussi hef = hes + fes^ ce qui exige 
que le plan du soii le prolongemeal du plan efi^ sans quoi, ces 
trois angles formeraient un trièdre au point e, ft l'on aurait 
hef < hes + fes. On prouTerait de la même manière que les 
lignes kc, êb sont dans un même plan^ donc, etc. 

THKUIIÈME. 

298. LeM périmèires de deux polygone» semblables, sont 
entre eux comme les eôtés homologues. 

Daits les polygones semblables AfiCD£F, abedef {fig. 
je suppose égaux les angles marqués des mêmes 
leiires ; je prends deux côtés homologues quelconques AB, 
abj je nomme P et p les périmètres de ces polygones, et je 
dis qu'un uuvn P ; AB t ab. Les polygones comparés 
étant semblables, on a la suite de rapports égaux 

AB : a^::Bc : bciiCD : cdiim : de::E¥ : ef::A¥ : af,- 

mais dans une suite de rapports égaux » la somme des 
antécédents est à celle des conséquentSi comme cbaqoe 
antécédent est à sod conséquent , donc 
AB+BG+CIH-D£+I:FH-AF : ah+bo+ed+ie+rf+af 

llkBlab; 

ou simplement P : p : : AB : ad. C. Q. F. D. 

299. Veuss polygonee r^guOen d^vM mèmê nombre de 
oâtés, sont semblables* 

Soient (^fig. 225) ABCDEF, abedef deux polygones i 
réguliers que je suppose , pour fixer les idées, composés 
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polygone, éiaiil égale à aiiiani «le fuis deux angles droits 
que ce polygone renferme de cùlés moins deux , S droits 
exprimeroni la somme des angles de chaque polygone; mais 
les 6 augie& de chaque polygone élaol égaux» cbacun de 
CM aigles vam le i de 8 droits, donc ces angles sont égaux 
de |»ait et d*autre $ mais puisque AB=:BC=CD=: etc.» 
et que ah^has^cd^ etc., Tod a aussi 

AB : fl6 : : m: :bc: : en : cd : : cic; 

dooc les polygones comparés soni semblables* C. Q. F* D* 

TaàoAÈaifi. 

S 00. 1^9 périmètres des pohjgoncs réguliers d'un même 
mwibrê de côie's, soui entre eux comme le* rayons de$ 
cerelôi tmeriu eicireomerUê* 

Soient AB ei ah {fig. 226) les c6(ës de deux polygones 
réguliers semblables, 0 et o les centres de ces polygones; 
les lignes OA, oa seront les rayons, et les perpendi< ulaires 
OP, op les apoiliemes de ces môme polygones, ('omparons 
d'abord les triangles AOB, aob : l'angle AOB du premier 
triangle est égal à langie aoh du second^ car cbacun de 
œs angles est égal à ia mène IhioUen de 4 angles dreits, 
(si par exemple les deux polygones ont cbacun i$ c6lésy les 
angles AOB, aoh vaudront chacun le de 4 droits); ,p^v 
suite A 4- B = a 4- mais les triangles AOB, aok étant 
isocèles A = B ei a=^b, pariuiu A = « cl B = b; donc les 
triaiiiAlos comparés sont semblables, ei les cùics homo- 
logues donnent la proportion AB : ! : AO : ao; mais les 
triangles rectangles AOP, aop étant aussi semblables, 
donnent également AO : «a : : OP : opf donci à causa du 
rapport communi AB l ab II AO ! II OP : ap» Si nous 
comparons maintenant les périmètres Q, 0/ des polygones 
donnés nous aurons anssi , à cause de la similitude de ces 
polygones, C : C :: AB : a-6 (298) j remplaçant, dans la 

26 
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snile pi^cëdenie de rapports égaui (AB : ab) , par son ëfai 

(ClC')f nous aorons enfin 

c : c':; AO : ao :: op : op. c. Q. f. d. 

LEIIIIB. 

301 . Toule ligne convexe AME (fig. 227) est plus courte 
que toute autre ligne kmh, qui f enveloppe itune extré- 
mité à Vautre. 

Parmi toute» les lignes telles que AMB, AmB, etc., il en 
exisie au moins une plus courte que toutes les autres ; je 
dis que celle ligne minima ne pourra se renconirer parmi 
celles (jui onveloppeni AMB. Supposons, pour un iiisiani, 
(jne AwiB suii celle |)lus cuurie liL,Mie ; je tire la druile CD 
qui rencontre en plus d'un point la courbe AmB, el qui ne 
rencontre pas AMB ou du moins ne fasse que la toucher, 
j'aurai ainsi CD < CmD; ajoutant AC -|- BD aux deux 
membres de cette inégalité , elle devient ACDB < AitiB : 
or, la ligne ACDB enveloppe d*une extrémité à l'autre la 
ligne AMB ; doue , parmi les lignes qui enveloppent AMB, 
il y eu aurait une moindre que la jjlus pei-ite de louies, ce 
qui est absurde; par consf'qnont, AMB esl la seule ligne 
minima parmi toutes les ligues AMB, AmB, etc. 

V Corollaire. Toute ligne convexe et rentrante sur 
elte-méme, est plue courte que toute autre ligne qui 
^enveloppe de toutes parts^ soit que la ligne envelop- 
pante touche en un ou plusieurs points la ligne enve^ 
loppe'e , êoit qu*elle ^environne sans la toucher, 

Soil (//^. 228) kbmc une li^Mie convexe luachec au poiiu 
A par une ligue AMRiV qui l'enveloppe de toutes parts, je 
dis que la ligue enveloppée sera moindre que la ligue 
enveloppante. Par le point quelconque m pris sur la courbe 
khmCf je tire la tangente MN, el j'aurai MI^<MUN; 
ajoutant AM -f* aux deux membres de cette inégalité, 
elle devient AMmN < AMRN. Je joins maintenant le 
point A au point ut; comme les courbes kbm , hem sout 
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respeetivemeul enveloppées, d'une exirémiié à Tatitre, par 
les lignes A Mm, ÂNm, j'aurai successivement 

Abm <C AMm, Acm <^ ANm; 
ajouianl ces deux iiiégaliiôs membre à membre, il vieiil 
A/>m(? <1 AMwN; mais AM//iA esl < AMHN; donc, à plus 
forte raison , Ab/nc esl < AMKN. Q. F. D. 

2* Corollaire. Quand une cireonferenee ei$ enveloppée 
par une autre eireonférenee, la première ett moindre 
que la eeeonde. 

Scolie. La (lôinunsiraliou du leiiime précédent ne bub- 
sîsie, qu'aulanl que la ligne ACDB (/?</. 557), cnvrioppe 
d*une extrémité à fauire AMB; or, c'est ce qui pourrait ne 
pas arriver si la ligne AMB n'était pas convexe, car alors 
on ne pourrait plus aifirmer que CD ne coupe pas AMB. 

^ PROBLÈME. 

^ 802. Cennaitiant le côté d'un polygone régulier 
ineerit^ calculer celui d'un polygone régulier inecrit 
d'un nomhre double de eôtéi. 

Soit AB^c (fig. 229) le côté du polygone régulier ins- 
crit,* OA=K le rayon du cercle, et AP' = / le côté inconnu 
du polygone régulier inscrit d'un nombre double de côtés; 

le iriangle-rectangle APP' donne AP' = AP -j- PP', ou 
en d'autres termes /* = + (R — OP)», puisque 
AP » le , et PP' R -* OP; le triangle- rectangle OPA 
donne anssi 

ÔP = OA — Tp, ou OP = R* — ic*î 
extrayant la racine carrée des deux membres de cette 

égaillé, il vient OP==|/Tl* — le*-, subsiituani celle valeur 
dans celle de obtenue ci-dessus, on n ouve 

I • r= J c » + (R - i/K*^ le* )V 
d'où / |/io« + (R-j/Ri-.*e«)^ 
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développant le emé compris sous le radical, il vieiit, 
après toutes réductione faites, 

Si , dans celte formule , ou suppose R s= 1^ eile devieiu 

/=K2(i -i/n^). 

1" ScoUe, En doublant successivement le nombre des 
côlés d'un j)ulygone régulier inscrit, on peut rendre aussi 
grand qu'urj veul !c nombre des divisions do la circonfé- 
rence ; par suite , ces divisions peuvent être rendues aussi 
petites qu'un veul; donc les côtés du polygone peuvent 
eux-mêmes être rendus aussi petits qu*on veuti puisque ces 
côlés sont moindres qne les arcs infiniment petits qu'ils 
sous-tendeni ; ainH, en rendant su/fi$ammeni grand le 
nombre des eote$ d^un polygone régulier inscrit, on 
rendra aussipetits quon voudra les côtés de ce polygone, 

** 2* Scolie. La conclusion précédente est aussi une con- 
séquence de la formule générale qui donne la valeur de l; 
il su0it , pour s'en assurer, de remplacer, dans celte for- 
mule, c par sa valeur-^ , p étant le périmètre i et n le 

nombre des côtés du polygone ; alors on verra que si , Ton 
fait croître it indéfiniment, /s'approchera indéfiniment de o. 

PROBLÈME. 

^ S03. Connaissant le périmètre d*fm polygone régulier 
inscrit, déterminer celui d'un polygone régulier eir^ 
conscrit ttun même nomhre de cotés. 

Nommons P et p les périmètres A'B'C'D'£'F', 
ABCDEF (^fiq. 229) des deux polygones réguliers cir- 
conscrits Cl inscriiSi juii^nani avec le centre 0 le milieu P' 
de l'arc AB, OP' sera aussi perpendiculaire sur AB, et 
j'aurai , dans les ligues OP', OP, les apoilièmes respeciifs 
des polygones donnés. Faisons maintenant, pour abréger, 
OP' = R , OP = n AB = e ; les deux polygones proposés 
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élMt semblabieft sdii en ire eyii coauue letimapûUAàoMSi et 

rooaP:p::R:r,doè 

•r 

mais le triangte-reclangie OPA donne 

0P==^ÛÂ'— AP* ou OP = |/R* — io*; donc 

Si , dans cette formule , on suppose R = 1, elle devieni 

P = P 

S^He, Il esi bon de remarquer que sî l'on augmeniA 

successivement le nombre des côtés d*un polygone inscrit, 
et ceux d'un polygone circonscrit, les périmètres des 
polygones inscrits iront coujours en croissant, tandis que 
les périmètres des polygones circonsc i iis iront au contraire 
en décroissant; mais les uns el les autres !ie pourront 
Jamais atieindre la circonférence » quoique s*en approchant 
toujours. 

LSMMS. 

* 304. Vn arc de eerele infinimenî petit eêtéqmvateni 

à $a corde. 

Soit AMB {fig. 230) un arc de cercle infiniment petit, et 
Ali sa corde ; aux points A et B je mène les tangentes AC, 
BC qui seront égales, el respeciivement perpendiculaires 
aux extrémités des rayons OA , OB ; je joins aussi le centre 
0 aveo le point C par la ligne OC; la ligne OC sera perpen- 
diculaire sur le milieu de AB, et partagera Tare AMB eu 
deux parties égales. Pour abréger, je pose maintenant 
OP=r,AB=e,AC— BC = I»AMB = »,CP=:«, 

et je considère le triangle rectangle OAC; ce triangle donne 

succesbivement 

cp: AP:; APiOP, cp: ac:: ac:oc, 

ou ce qui revient au même 
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faisant le produit des extrétpes et celui des moyens, il vieni 
La première de ces ëgaliiés prouve que e esl une qoan- 



lité ioliDimenl petite, puisqu'elle doime e = — ; la 

seconde prouve la même chose à Tëgard de 1/ cela posé, 

nous avons a > c ei a < 2^ , car AC4-BC = 2/,- élevant au 
carré les deux membres de ces inégalilés , el les divisanl 
eusuiie par c ^, il vient 

o * C o 
mai s . ,~ — — ! — = — — = 1 -A — ; ilonc 

> 1 , ei — < 1 H . 

e* e* ' r 

Ainsi ^ esl compris entre 1, et 1 -j"^ î donc la diffé- 
rence entre ^ et i, est <~qui est une quantité infini- 

c r 

ment petite } nous pouvons donc négliger devant 1 la 

quariiiié — et nous aurons-— j-= 1, d'où a = c. 
C. Q. F. D. 

ài* e Ui^ 

Sealie, Comme* — 5-= 1 +"^»**on a aussi— = 

c r c 

d'où 1t ~ c ; donc, la ligne hrise'e i/ifiniînent petite ACB 
e$t amsi équivalente à la corde ÂB, et à plus farte 
raiem à tare A MB. 

Corollaire. Un are convexe infiniment petit AMfi (fig. 
231) d^une eourbe queleatique, est équivalent à la eorde 
infiniment petite AB qui le souê'tend. 

En effet , on pourra toujours trouver au-dessus de AMB 
un point m infiniment rapproché , tel , iju en l'aisani passer 
un arc de cercle AmB par les trois poinis A, m , B, Tare 
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iiiflnimcnt petit AmB enveloppera d'une extrémité à 
lautrc l'arc de courbe AmB j or, d'après ce qu'on vieut de 

prouver, -^^^ ne diffère de ruoUé que d'une quantité 

. r . , . r . AMB 

inlinimeui peine, doue a plus forte raisou— ^^gr , puisque 
AMB est compris entre la corde AB ei l'arc Je cercle A//iB; 
donc aussi = i , d'où AMB =: AB, C. Q. F. D. 

LEMMB. 

SOS. La eireonférenee d'un eerele peut être asêimilée 
au périmètre d'un polygone régulier f dont les côtes 
ëeraietit infiniment petits ('). 

Soit c le côté iuûnimeni petit d'uu polygone régulier 
inscrit, et n le nombre des côtés de ce polygone; effec- 
luauL, à l'égard du c6lé e , les mêmes constructions qu'au 
numéro précédent , j'aurai , en vertu du môme numéro, et 
en adoptant les mêmes notations. 



Multipliant par w« les deux termes de la fraction 



C) Les aspirants au baccalauréat è»>lettres, peuTent au lieu de la 
démonstration , se contenter de l'explication suivante s 

Concevons que, dans la circonféreoce donnée, on ait inscrit un 
pol y gone régulier. En doublant le nombre des côtés de ce polygone , on 
obtiendra un nouTeau polygone régulier, dont le périmètre , plus grand 
que celui du précédent , différera moins de la circonférence donnée. En 
doublant pareillement le nombre des cdtés de ce dernier polygone, on 
obtiendra un nouveau polygone régulier, dont le périmètre s'appro- 
chera encore plus de la même circonférence; et l'on conçoit qu'en 
poussant assea loin cette suite de bissections» on finira par obtenir un 
polygone qui se confondra avec le oercle donné* 
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^ui forme 4e premier membre ée ctucnae des inégalités 

précédentes, il vieni 

mais //a = C, ne = C désignant la circonféreDcei ei P 
le périmètre du polygone inscrit , donc 

^>h-^<i+j,AmC=V. C.Q.F.D. 

ANALOGIE I. — LEMUË. 

306. La surface convexe d'un cùne peut être assimilée à la sur fnrr. 
convexe d^une pyramide régulière, dont les faces latérales seraieni 
infiniment petites (*). 

Soit BAC ^y<(/. liO) lo Iriangk gi'iK^ratmir du cAne. Pendant que 
le point n parcourt un ('It'Fiient rcclilii^iio infniiinent potil la 
circonférence de la base, la génératrice AB se meut dans un pian 
qui contient le sommet du cône et cet élément intiniment petit; 
la portion de la surface du cône située dans ce plan, est donc un 
triangle isocèle. La surface convexe du cône peut donc être consi- 
dérée comme composée d'une infinité de triangles isocèles infini- 
ment petits et tous égaux; mais la perpendiculaire abaissée da 
sommet du c6ne sur le plan de la base, tombe au centre de celle-ci; 
done, etc. 

Corollaire La surface convexe d^un Uronc de cône peut être 
assimilée à la surface convexe d*un tronc de fnfrmnide régulière, 
dmU les faces latérales serment it^niment pertes. 

ANALOGIE H. — TlltURi..\lE. 

307. La surface eotwexe tPun cylindre peut cire assimilée à la ' 
surface convexe d*un prisme réguUer^ dont les faces latérales 
seraient infhiimcnt petites. 

Soit ABCD^yt^. 160) le rectangle générateur du cylindre. Penr 
dant que le point A parcourt un élément rectiligne inOniment 
•petit de la eiieonférenoe de la base inférieure^ le point B parcourt 



(*) Voir, pour la définition de la pyramide régulière, la 4' scolie 
du II* 338. 
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un élém^ oomtpondani de k oirtMiléfeBce de 1a Imm stipMflm; 
mais, dans loates ses positiois, AB est patallèle à GD^ eipar eoBeé- 
qaent peipendicuiaim au jilaii de la Imm; donc, tant que le poittt 
A 8*af puimm im Mttuil reetiUgM teflliiilieit petit» lagMmtfloe 
AB se neuf M daof m plan mené, fluWaat cet élénent, perpen» 
diculaireinent au plan de la baie; la peiHoii de la «mftce du eyllndie 
située dans ce plan sera donc un rectangle. La surface conrexe du 
cylindre peut donc être considérée, comme composée d*ane infinité 
de rectangles infiniment petits et tous égaux; donc, etc. 

i ■■• Scolie. La surface de la sphère, étant formée de la somme des 

surfaces d'une infinité de troncs de cônes infinimenlspc lit s, produits 
par lit rotation des divers éléments recliUgncs di la c irconférence 
génératrice , peut être assimilée à la surface d'un polyèdre dont les 
faces seraient infiniment petites, 

* 2" Scolie. On nous demandera peui-^tre pourquoi, pour pîisser 
des surfacis J>risées aux surfaces courl»e8, nous n'avons pns suivi 
une marche analogue à celle que nous avons suivie pour passer des 
lignes brisées aux iifrnes courbes. Nnus aurions pu, en effet, adopter 
comme axiome qu'wneiur/acepfane est moindre que toute surface 
courbe ou brisée terminée au même contour; démontrer ensuite que 
toute surface convexe esl moindre que Vmte autre surface qvi /Vn- 
veloppe d*une extrcinilé à l'autre, et oulin établir que les surjurc^ 
converes d'un cylindre et d'un cône, pnn rut cfrc respertivcvirul 
assiniili t ^ nur stirfaccs convexes d*iuu- pyramide rrgttHerc, et d'un 
prisme régidier dont les faces Latérales seraient infuiinenî petites. 
Mais celle marche, qui paraît si naturelie, ne nous a pris semblé 
rigoureuse; en effel, Paxiomo, ponr rtre compris, exigr qup l'on 
définisse d'abord c^ qu'on doit enlnidre [Kir l'égaUtâ d'une surface 
plane ci d'une siirface courbe; dira-l-on, par exemple, qu'une 
portion de surjacc plane est àgate à la portion de surface courbe 
qu'elle recouvre, quand la première est roulée sur la seconde; ou 
bien, qu'une portion de surface courbe est égale à la portion de 
surface plane qu'elle recouvre, quajiid la première est étendue sur 
un pUm; mais, dans l'un el Fautre cas, on se demandera si Pon 
peut ainsi, sans perte de surface, transformer une surface plane en 
une surface courbe, et réciproquement; or, outre que celle Irans- 
formation n'est pas toujours possible, si Ton veut en démontrer la 
posaibililé pour le o6ne et le cylindre ^ on est obligé de considérer les 

27 
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surfaces convei6S de ces deux solides, comme formées d'éléments 
plans infiniment petits. Donc , si pour établir les iemmw 306, 307, 
on suivait la marche indiquée ci-dessus, on ferait une pétUim de 
pnmcipe; mun ne doU^w centidénr ce$ deux tomnM que eemme 
Menant àfixerU sene de la eompermeen dee eurfueee planes, avec 
lee emfacee cyUnériquee et eaniquee, 

THÉORÈME. 

308. Les circoftferetécee dee cercles sont entre elles 
comme leurs rayons, 

SoieDlCeiC les deux circonférences, R ei R' leurs 
rayons ; les deux circonférences pouvant être assimilées à 
des polygones réguliers semblables ayant leurs c6tés infi- 
niment petits, on aura 

ClC'IlRlR'. C.Q. F. D. 

1" Corol faire. Deux arcs semblables sont entre eux 
comme ieuta rayons. 

En effet, les arcs semblables sont entre eux comme les 
circonférences dont ils font partie (1^3) \ mais ces circon- 
férences sont entre elles comme leurs rayons > donc aussi 
les arcs semblables sont entre eux comme ces mêmes 
rayons. 

2* Corollaire, La rapport d*nne eireonférence quel- 

conque a so/i diamètre ^ eut le même que le rapport de 
toute autre circonférence à son diamètre. 

Multipliant par 2 les deux derniers termes de la pro- 
portion précédente , et cbaugeant ensuite les moyens de 
place, il vient 

Sûalie, Puisque le rapport d'une circonférence à son 
diamètre est un nombre constant, nous aurons, en 

C 

nomuiani is ce rapport, ^, d'où C=:2icR} ce qui 

tlémoutre qu'une circonférence est égaie à son diamètre, 
multiplié par le rapport constant ^. 

Si dans l'égalité — =s on suppose R » I, on aura 
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■Jï— iC; ainsi, le rapport de ht circutijerence an dnattatre^ 
est égal à la inoiiie de ia circonférence dont le rayon eni 
Vunite linéaire* 

THÊOBÉVB. 

* 309. On peut toujour» luëcrire et circonscrire à un 
cercle deux polygones réguiien semblables, dont les 
périmètres différent aussi peu qu'an voudra, 

\NominOD8 R le rayon do cercle, P le përîmèire do 
polygone circonscrit , p et r le përimèlre et Tapothème du 

polygone iiiscril ; les deux polygones, ému bciublables, 
sont entre eux comme leurs apothèmes, et Ton a 

P:p::R:rî 

retrancbanl chaque conséquent de son antécédent y il vieni 

?-p : /)::R—r : r, J ou P-/> =-2 (R-r)=£-(R-r), 

poisque de la proportion P : p ! : R ! r, on tire , en chan- 

géant les moyens de place, P ; R p : r ou -^ = -^; 

mais AB Çfig. 229) étant le coié du polygone inscrit 

R — r = OP' —OP = PP';ei comme d'ailleurs PP' est 

<. AP', R — r est < AP ' ; mais AP' peut être rendu aussi 

petit quon veut (^02. scol. i); donc, il en est de même de 

p 

R — r, ei par suite de P — car le facteur — décroît à 
mesore que les deui polygones se rapprochent. G. Q. F. D. 

PROBLteB. 

SIO. Calculer le rapport de la circonférence au 
diamètre. 

Supposons, pour fixer les idées, qu'on veuille avoir la 
valeur de « à 1 dix millionième doniié près. Le rapport «de 
la circonférence an diamètre, étant ^1 à la moitié de la 
circonférence dont le rayon est l'unité linéaire (908. scol.)> 
si la longueur d'uue telle circonférence était connue, r 
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serait aussi connu , et le problème serait résolu. Supposons, 
peut uii insiani, que ce(te circonférence ait été obieuue ù 
2 dix millionièmes d uni lé près ; en prenant la inoitic de 
celte circontei ence , 1 ei reur se trouvera divist^e par 5, et 
roD aura la valeur de « suivant rapproxiniatioo demandée. 
ConcevoDS, maioienant, qu*on ait inscrit et circonscrit , à 
celte circonférence , deux polygones réguliers semblables; 
le périmètre du polygone inscrit étant moindre* et celui 
du polygone circonscrit plus grand que la circonflirence, 
la différence des périmèires de ces polygones, sera plus 
grande que la différence entre la eii^onférence et chacun 
de ces périmètres ; donc , si celle différence était de 
0| 0000002 ou plus petite ,< chaque périmèire exprimerait 
fei valeur de la circonférence'à 0, 0000602 d'unités près, et 
Von n'aurait plus, pour avoir qu*à prendre la moitié de 
Tun quelconque de ces périmètres* La question est donc 
ramenée à inscrire et eiroonserire I Hi circonférence dont le 
rayon est 1, deux polygones réguliers semblables, tels que 
la différence de leurs périmètres soit de 0, 0000002, ou plus 
petite; pour cela, on inscrira d'abord un polygone régu- 
lier d'un périmètre connu, un hexagone par exemple; 
puis on circonscrira un polygone semblable, dont on 
calculera le périmètre; à l'aide de l'iiexagone inscrit, on 
inscrira le dodécagone régulier dont oo déterminera, le 
périmètre } puis, à l'aide de ce dernier polygone , on cir- 
conscrira le dodécagone, dont on calculera aussi le péri- 
iiièire, ei Ton continuera celte suite d'inscriptions et de 
circonscriptions, jusqu'à ce qu'on parvienne à deux poly- 
gones doni les périmètres différent de 0, 0000002, ou d'une 
quantité plus petite. £n poussant les calculs dont je viens 
d'indiquer la marcbe, jusqu'aux polygone» de ISSSScOiés, 
on trouve que le eoMour du polygone inserii est 

^ Î83I85S, et que le contour du 
pulygooecirconserît esl6, S8tl85&9 or, comme la diffé- 
rence de ces nombres est 0, 0000002, la moitié de cbacuu 
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exprime la valeur de « à moins de 0> OOOdOOl d*uiiiië; 
prenant la moiliédo plus iiciitde ces nombres, on trouve 

«sssS, 1M5926. 

Scoiie. Dans les applications usuelles de la géométrie, 
CD emploie soiiYem deux rapports plus simples» mais moins 
approchés que le précédent ; !'un de ces rapports, dû à 
Arehimède , a poar valeur l'autre , dù à Adrien sur- 
nommé Métiut, est égal à ffj Q. £n nous bornant aux k 
premières décimales de la valeur de « trouvée ci-dessus, et 
augmentant toutefois la dernière d'une unité, nous aurons 
« = s, 1616; cette valeur de « est celle dont nous ferons 
usage dans la suUc de ce irailc. 

Mais les valeurs précédentes du rapport de la circonfé- 
rence au diamètre , ne snffîsent plus dans les calculs de 
l'astronomie, où Ton est souvent obligé de multiplier ic par 
de très grands nombresi dans ce cas, Terreur commise 
dans le nombre que l'on prend pour «, se répétant un très 
grand nombre de fois, il devient nécessaire de calculer 
une valeur de is beaucoup plus approchée que les précé- 
dentes. En voici une, avec son logarithme, qui pourra 
servir aux recherches les plus délicates : 

ir = 3, lûl59263S589793538^i6. 
logTs s= 0, A971A9872694iô3ôâ43ô. 

ÉNONCÉS DE QUESTIONS il RÉSOUDRE. 

flMMiSloiui de CiéoméSr&e jplAiie. 

I. Ou veut communiquer, au aMyen de roues dentées, )c 
mouvement d*un arbre à no auire avec des vitesses diié- 

(*} Fmir retrouver fiMsilcmefll le rapport ffr » on n'a qu'à écrire» tar 
une Ugne horiMmlile, la tuile det aonilifet 1, 1, 3, 3, 5, 5, laquelle 
ett formée det troit prenien UMiiliret io^aira 1> 8, h répétât dMCun 
deux fait; on aura le numérateur dant le nemlire formé par let trob 
demiert ehifl^* le dénominateur, dant cefaii formé par let troît- 
premiert. 
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renies; le rayon de l'une des roues éianl de 0'", 2^, el 
celte roue ëiani supposée faire 30 lours par minute , on 
demaade quel devra élrc le rayon de la S*, si elle doii 
faire 20 tours par minute. Rép. 0", 86. 

II. Lorsqu'une circonférence esl équivalente au contour 
d'un polygone régulier donné, le rayon de cette circonfé- 
rence est compris entre l'apothème et le rayon du polygone. 

III. Connaissanl le rayon R el rapoilienio r d'un poly- 
gone régulier donné, trouver le rayon R' et l'apothème r' 
d un polygone régulier ayant uu périmètre équivalent, et uu 
nombre double de côiés. 

Rép. R'==1^r;^, r'zrr-S-hîl. 

CoroUaire. Déduire des deni questions préccJcuies, un 
nouveau moyen de calculer le rapport de la circonférence 
au diamètre. 

IV. On veut border un tapis circulaire de 0% 95 -de 
diamètre; quelle quantité de bordure faudra-l-il? Rép* 

V. Un jardinier enioure de buis un rond-point tracé 
dans un jardin , et il fait payer son travail à raison de 
0', 03 par mètre; combien lui sera-t-il dû si le rond- 
point a 10 », 50 de rayon. Rép. i S 98. 

VI. La circonférence d'une colonne est de 5 SS; quel 
est son diamètre? Rép. 1 67. 

VII. Connaissant la circonférence d'un cercle , trouver 
le côté du carré inscrit. 

Scolie. En prenanl le quari de la circonféreiire , el 
diminuant te quai i de son dixième , on obtient le r/)icj du 
carré inscrit avec une approxhnaiioii géÉieralemeni suffi - 
saule dans la pratique. Ce problème se pré&enie , toutes les 
fois qu'on a besoin de connaître ce que porte d'équarris- 
sage , une pièce de bois en ^rume . 

Ylll. La surface convexe d'un prisme droit se déve- 
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loppe en un rcclangle, donl les deux dimensions soni éqiii- 
valenies : Tune au périmèire de la base du prisme, Taulre 
à la distance des plans des deux bases. 

Corollaire, La surface convexe d'un cylindre se déve- 
loppe en un rectangle, dont les deux dimensions soni 
équivalentes : 1*une à In circonférence de la base' du 
cylindre , l'autre à la dislance des plans des deux bases; 
(une surface est dile développahle , toutes les fois qu'elle 
peut être étendue sur uu plan, sans déchirure ni dupli- 
caiuré). 

VI. La surface convexe d'une pyramide régulière se 
développe en un secteur polygonal régulier, dont la base 
esc équivalente au contour de la base de la pyramide > et 
dont l'apothème est celui de la pyramide. 

Corollaire. La surface convexe d'un cône se développe 
en un sccieur circulaire, ayant {lour rayon l'apoilième du 
cône , et poui base un arc équivaleui à la circonférence de 
\ \ base de ce cône. 

VIL Développer la surface convexe d'un tronc de cône. 



M B80RB DBS SURFACES ET DES SOLIDES. BAPPORTS DES SUR- 
FACB8 DANS LES FIGURES SEMBLABLES, ET DANS LES SOLIDES 
SEMBLABLES. RAFP0RT8 DES VOLUMES DANS LES SOLIDES 
SEMBLABLES. 

âll. Deux figures sont dite» ( quivalentes ^ lorsque 
leurs êurfaees rapportées à la même unité, ont le même 
nombre pour meture. D'après celte définition , un cercle 
peut être équivalent à un triangle» un iriangle à un rec- 
iBugle, etc., quoique ces figures, différentes de forme, ne 
puissent coïncider par la superposition. La dénomination 
de figures égales sera conservée à celles qui, ayant même 
forme, peuvent coïncider par la superposition. Deux 
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figures égales sont donc toujours ëqaivalenles, mais deux 
figures équivalentes peuvent ne pas éire égales. 
Dans deux cercles différents, on appefh êeeteurg êem" 

hlahles, segmenté temhlabUëf ceum gui rcpondent à des 
arcs sc ?nblahies, 

La hauteur (ruu parallélogramme est la perpendi- 
culaire menée entre deux côléê parallèles, pris pour 
basée, 

La hauieur d'un trapèze esi la perpendleulaire 
menée enire les dews eâtés parallèles, 
La hauieur d'un triangle esi la perpendiculaire 

abaissée de Vun des sommets de ce triangle , sur le côté 
opposé pris pour base. Celle perpendiculaire ne lonibe 
dans l'iniérieur du iriangle, que lorsque les angles à la base 
sont aigus; dans lout anirc cas, la perpendiculaire lombe 
en dehors du iriaogle. Dans un iriaogie rectangle, si 1 un 
des côtés de Taogle droit est pris pour base, l'autre c6té est 
la hauteur du triangle. 

ANALOGIES. 

51 â. Deux solides sont dits équivalents^ lorsqWétant rapportés à 
la même unité, ils ont le même nombre pour mesure. D'après cette 
définition , une sphère peut être éqnivaieiite à un tétra^d^c, un 
tétraèdre à un parallélipipède, etc., quoique ces solides, différents 
de foime, ne puissent coïncider par la saperposition. La dénomina- 
tion de solides é^x seia conservée à ceux qui, ayant même lionne, 
coïncident parlampeipontion. 

Dans deux sphères dîflférentes, on appelle calottes sphériques 
semblables, celles qui sont engendrées par des arcs semblables; 
tonessemblablesj celles qui sont les différences de calottes jpAéii- 
ques semblables; et secteurs semblables, se^ents semblables, ceux 
qm tépondeia à des sones semblables» 

La hmOeur éfun prisme est la perpendiculaire menée entre tes 
deux bases,et sa longueur^ ta langueur des arêtes parallèles qm es 
termiueni à ces bases, 

La lumteur éun c^Unéreest la perpendiculaire menée entre les 
deux bases. 
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La hautmr <Pun eàne eU ta perpendioUaire ahaisêée du wmmei 
. sur U plan de la base. 

Mai hauteur dPune pyramide est la perpmdkuUdre oMssée du 
sommet sur le plan de la base. 

THÉORÈME. 

Slâ. Déus paralWogrammes de même hase, eomprii 
sous les mêmes parallèles, soni equivalenis* 

Soient ÂBa^, A'B'a'iJ' (fig, 252) deux parallélo- 
grammes compris sous les mêmes parallèles, ei leU que 

la base Aa de 1 uu soîi égale à la base A'a' de Taulre; 
pour démon li er que ces deux parnïlélogrammes sont 
équivalcnis, je compare la figure AHA'B', que j'appelle 
M, à la figure aba'b' que j'appelle N, et je remarque 
d'abord que tes lignes AA', aa' sûnl égales, ainsi que les 
lignes BB', bb'^ comme étant formées d'une partie com- 
mune et d*one parlie égale; cela posé» si Ton fait glisser 
la figure M , entre les parallèles, jusqu'à ce que AB coïncide 
avec a^, à cet instaul A'B' coïncidjera avec a'b\ ei par 
suiic les deux figures M el N coïncideront aussi ; les deux 
figures M el K éiani égales, si l'on en retranche successi* 
vement la parlie commune abA'B', les restes seroBt 
équivalents; mais ces restes oe sont autre chose que les 
parallélogrammes comparés; donc, etc. 

Scoiée, Si Ton fait glisser l'un des parallélogrammes 
entre les parallèles, de manière à lut donner une position 
quelconque par rapport à Tautre, ces deux parallélo- 
grammes ne cesseront pas d'éire équivaleiiis ; donc le 
théorème qui vient d'être démontré a lieu , quelle que soit 
la position relative des deux parallélogrammes. 

1*' Corollaire, Deux paral/éiogrammes de même base 
et de mfime hauteur, sont équivalents,- car, ayant même 
hauteur, on peut les placer de manière qu'ils soient com- 
pris sous les mêmes parallèles. 

26 
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2* Caroiiairt. On pmrallélogrammB et un reetangie 
sont equivalentê, quand iU ont même base et même 
hauteur, puisque le rectangle e&l un parallélogramme. 

AHALOGIE. — THÉORÈME. 

314, Jieux prismes de même lonqueurj compris stms tes mêmes 
parattiles, sont équivalents (fig. 2û3j. 

V. P. P. + scoi. A. L. D. AB, A'B', ab, 

L. ABCDR, A'B'C'D'E', abcde, 

A. L. D. a'b', parallélograuime, base, figure, 
L. a'b'c'd'dy prisme , longueur, solide, 

A» L. D. ainsi que les lignes BB', 66'. 
L. ainsi que les lignes EB', 66', etc. 

i** Coroltaire, Deux parallélipipèdes de même base et de même 
hauteur sont équivalents. 

Je pose sur un inrme plan^ d'un même cùlé de ce plan { fig. 23 i), 
les deux parallclipipîdus AhCDabcd, X'IVCD'a'b'c'd'j que pour 
abréger je nomme M el el je rends ensuite i>arallèles les culés 

AB, A'B', dont le parallélisme enlraîne évidemmi nt celui des cAl(^s 

AC, A'C Les deux parallélipipèdes o\anî, par ]i> poli)ese, même 
hauteur, leurs bases supérieures sont situées dans un m^me plan 
parallèle au plan des bases inférieures; alors, si dans chacun de ces 
plans je pro!f>Mm [cs , n|('.s AC, BD, B'A', D'C, et ac, hd, h' a', d'r\ 
je lormerai deux nouveaux parallélogrammes LFGll, cfrjh égaux 
aux premiers, et ayant leurs côtés respeclivemenl parallèles, d'où 
il suit que si l'on joint les points F, G, H aux points g, h, 
on formera un hexaèdre, lequel sera un paraliélipipède (227). 
Nommons P ce paraliélipipède, et comparons îi P chacun des pa- 
rallélipipèdes donnés : les deux parallélipipèdes M et P sont équi- 
valents, car ils ont leurs longueurs AC, EG égales, et sont compris 
sous les mêmes parallèles AG, BlI, a<7, bh ; par la môme raison le 
paraliélipipède N est équivalent h P, car ces deux solides ont leurs 
longueurs A'B', EF égales, et sont compris sous les mêmes paral- 
lèles B'E, J^G, 6'*, d'g ; les solides M et N sont donc équivalents, 
pni«qa*ils sont équivalents à un troisième. C. Q. F. D. 

2* torottaire. Un paraliélipipède quelconque est éqiUvatent à 
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un parallélipipède rectangle tic même IwaiCM-, conslruit sur une 
base équivalente. 

Soit ABCDahrd f/Kj.'iZio] le parallrlifiipt'df (lonné, (luc d*al>ord 
je .siipj»ose (Iruil; jiar cliaciui des points A cl B je iiièru; un plan 
perj)en(liL'ulaire k AB, cl je fais remarquer que ces plans cunUeniienl 
lei»druil( .> A<;, Dh (\u'\ sonl perpendiculaires sur AB. Soient L, F, 
e, / les poinls où les droites CD, cd sont renconlrées par ces deux 
plans; les lignes CD, crf étant parallèles à AB, les plans ainsi 
menés sont perpendiculaires sur ces lignes, et les quadrilatères 
ABEF, abcf sont des n t iangles équivalents aux bsises du prisme; 
mais les arêtes Ee, F/ étant resjjceliveiuenl parallMcs aux arêtes 
Aa, V>h (101). SOI»!.), sont, comme celles-eî, pcrjierujieiilaires aux 
j>ians (les hases du paraliélipiiH-di- [iroposé; donc toutes les faces de 
riiexardre ABIlF</6e/sont des rectangles, et m vertu deladélinilion, 
cet hexaèdre esl im parallélipipède rectangle; niais le parallélipipède 
AVAA iihcf a Hiênie longueur AB que le parallélipijit de donné, et 
de phis il est compris soij>< les mrfoes parallèles, donc il est équiva- 
lent au ptu-allèlipipède dunue. M le j)aralléh'pipède proposé nVfait 
pas droit, on construirait un paralléliinp» de droit équivalent de 
même base et de même hauteur, el ïoa relomberoil dans le cas 
précédent. G. Q. F. D. 

Toui iriangîe est la moiliéd'un parallélogramme 
de même hase et de même hauteur* 

Soit CBD Çflg. 167) le iriangle proposé; si par le sommet 
B je mène une parallèle à CD, et par le sommet C une 
parallèle à 6D, je formerai un parallélogramme ABCD qui 
sera double du iriaugle donné; donc, etc. 

Corollaire. Tout iriniigle est la tnuitie tVun parai le- 
logramme que/conque da iaènio hase et de même hau- 
teur. Ea eilel, tout triangle esl la uioiiië d'un certain 
paruUëlogramroe de même base ei de même hauieur ; mais 
ce parallélogramme est équivalent à lout aulre parallèle- 
gramme do mémo base et de même hauteur, donc le 
triangle proposé est anssi la mKMtié du second parallélo- 
jjramme. C. Q. i\ i). 
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ANALOGIE. — THÉORÈME. 

316. Tout prisme triangulaire est la tnoitiéd'un paralléUpipède 
de même haufevrj construit sur une base double, 

So'ii Aïibabd f fi g. 2"r>) le prisme Iriangiiliiirc proposé; j'achève 
les p ir; l!«''loc?r;i!ii!injs AHCI), abcd quï sont (-gaux , et dont les 
' côtés sont respectivement parallèles; je joins le point C au point c, 
je forme ainsi le parai léli pi pède AhCDabcdy et je dis que les prismes 
triangulaires ABDfl/x/, ACDacrf, dont se compose ce parallélipi pède, 
sont équivalents. Par chacun des points A, a, je mène un plaa 
perpendiculaire à Tarête Aa, et je fais remarquer que ces plans 
étant parallèles déterminent , entre les arêtes du parallélipipède 
ABCDo6cdy un parallélipipède droit AEFGae/^,que décompose, en 
deux prismes triangulaires droits AEGaeg , AFGafg, le plan des 
arêtes Aa, Dit; mais ces prismes triangulaires droits sont égaux, 
comme ayant même hauteur Âa, et leurs bases AEG, AFG égales 
(231. scoï. 4), de plus, ils sont respeciivemenl équivalents aux 
prismes triangulaires ASBabd, ACDacd, car ils ont même longueur 
Aa que ces prismes^ et sont compris sous les mêmes parallèles, 
donc aussi les deux prismes triangulaires ABDaM, ACDaccf sont 
équivalents. C. Q. F. D. 

CcroUaire, TotU prUm triangutaire est ta moitié itun paratté' 
tipipède quetemtque de mime Aouliiir, cûnstnui sur une base 
En effet, tout prisme triangulaire est la moitié d'un certain 
parallélipipède de m^e hauteur, construit sur une base double; 
mais ce parallélipipède est équivalent à tout autre parallélipipède 
de même base et de même hauteur, donc, le prisme triangulaire 
proposé est aussi la mmtié du second parallélipipède. G. Q. F. D. 

THÉORÈME. 

317. Peux triangles de même base et de même hauteur 
sont équivalenU. 

£n effet, ces triangles sont des moitiés de parallélo- 
grammes équivalents (315). 

AHALOGIli I. — THionÈHB. 
• 518, BtfttX triangles sjJu'riqucs syiru'triqnes sont équivalents» 
Soit fjîg, 237) ABC un triangle sphOri \iie (ii:elconquc , et 0 le 
centre de la sphère; joignanL le point 0 avec les sommets A, P, C, 
et prolongeant les lignes OA , OB, OC jusqu'à ce qu'elles rencon- 
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trent de nouveau la surfece de la sphère, on déterminera un trian- 
gl< >|)héri(iue A'B'C qui sera le symétrique du l**", et quejedislpi 
être équivalent. Soient P et F les pôles du petit cercle qui passe 
par les trois sommets A, R, C; trois cas pourront sr prf^scnler : ou 
l'un des pûles P tombera dans l'intérieur du triangle ABC , ou 
sur Vun des oûlés, ou t)i('n en dehors ; supposons d'abord que ie 
point P soit intérieur au triangle ABC; comme hi lii^'ne PP' des 
pôles est lin diamètre de la sphère, et que le point P est inléricur 
au triangle ABC, le rayon OP est situé dans la ca\'ité du inèdre 
AOBC, par suite son prolongement OP' tombe aussi dans la ca- 
vitr du Irièdre A'OB'C; le point P' est donc intérieur au triangle 
A'B'C ; tirant alors les arcs de grand cercle PA, PB, PC et P'A', FB', 
P'C, on aura PA = FA', PB = FB', PC = FC, à cause que ces 
arcs sont compris entre des angles qui sont égaux comme étant 
opposés par le sommet ; noais les arcs PA, PB, PC sont tous égaux, 
donc il en est de mémo des arcs FA% P'B', V'Q ; partant, le» irianr 
gles isocèles APB, Aie, BPC, sont respectivement égaux aux 
triangles isocèles A'FB', A'VC, B'FC, comme ayant h urs côtés 
égaux chacun à chacun (150. scol.). Les triangles ABC, A'B'C sont 
donc équivalents, puisqu'ils sont composés de trois triangles respee- 
tîTemenl égaux. 

Si le point P (fig, 258) tombe sur l'un AB des côtés du triangle 
ABGy F tombera sur le côté A'B' du triangle A'B'C, et ces deux 
triangles seront équivalents, comme composés des triangles isocèles 
APC, BPC, et A'FC, B'FC, qui sont respectivement égaux. 

Enfin, si le point P {/ig. 239) est extérieur au Iriani^le ARC, 
F sera extérieur au triangle A'B'C; les triangles APB, APC, BF*C, 
seront toujours égaux aux triangles AT'B', A'P'C, B'P'C, d'où il 
suit que si des quadrilatères sphériques équivalents ACBP, A'C'B'P', 
on retranche les trians^les égau\ APB, A'P'B', on aura des restes 
ABC, A'B'C qui serf)nt équivalents; mais ces restes ne sont autre 
chose que les triangles comparés, donc, etc. 

AIIALOGIB II. — TBÉORËIIB. 

319» Deux priimeM triangulaires de même ba$e et demême Aon- 
fsitr soni éqmvttlenti, 

V. N. 317. A. L. D. triangle, parallélogramuie . 

L. prisme triangulaire, parallélipipède. 
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Corollaire, Deux prismes quelcon<uuêê tkmimèaiê «f iUiiiIm« 

hauteur sont équivalents. 

Fn pflV't, les hases ('tant égales peuvenl êlre dt'^cornposées en un 
même nombre de tri;uii:l(^s ('S^'dux chacun a charun ; mais a chaque 
couple de triangles égaux, répondent deux prismes triangulaires 
équivaleuts; donc, etc. 

ANALOGIB III. — THÊOEÈMB. 

320. Deux tétraèdres de même base et de même hauteur sont 
iqmvaUnts. 

Cîonf^eTons les deux trtrni dres assis sur un même plan , el imagi- 
nons la hauleur SP {fig. 240) de Tun d'eux, partagée en parties 
égales inûnimeni petites; si par les points de division de SP, Ton 
mène des plans parallèles au plan des bases, ces plans détermine- 
ront, dans les deux tétraèdres, un même nombre de sections, et 
je dis d^abord quect^uar sections faites par un mên^eptan sont égales; 
GoBsidérons, par exemple, les sections correspondantes GHI, gH; 
les plans de ces sections étant respectivement parallèles anx bases 
ABC, abc, nous anions (245. scol. 3, et 2i6. sool. I), en nommant 
F et jp' les points où les perpendiculaires SP, $p percent les plans 
GHI, ghi, 

AB : GH::SÀ : S6::SP : SP, - ab:ghîtsa:sgr,$p itp', 
d*oà Ton Ure, à cause que les lignes SP, tp sont égales, ainsi qae 
les lignes SF, ip^,ABzGBii:abighi mais, par hypoUièse, AB » oft, 
donc aussi GH = gh; on démontrerait de la même manière r^aiilé 
des côtés Gl,^!^ et celle des côtés HI, Ai; donc les triangles com- 
parés sont égaux. Construisons^ maintenant, dans le tétraèdre, 
à partir de la base et suocessiTement sur toutes les autres sections, 
une suite de prismes extérieurs; construisions, pareillement, dans 
le 2* tétraèdre, à partir de la i'* section def, et successivement sur 
toutes les autres, une suite de prismes intérieurs; la somme des 
prismes extérieurs étant plus grande que le 1^' tétraèdre, et la 
somme des prismes intérieurs étant moindre que le second , la diffé- 
rence entre ces deux sommes de prismes sera plus grande que la 
différence des deux téCraèd^; mais h partir des sections B£F, dcj, 
les prismes correspondants des deux tétraèdres sont éqUÎTalfents 
(319}, donc la somme des premiers prismes surpasse celle des 
^eûonds^ du prisme inimimont petit Â6GDMR; donc les deux 
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tétraèdres sont équivalents, puisque leur différence est moindre 
que la différence infinùnent pelite des deux sommes de prismes. 
C. Q. F. D. 

* 1" Corollaire. Deux tétraèdres symétriques sont équivalents. 

D'abord, les deux tétraèdres SABC, SA'B'C (Jhj. ^2i\) ont dus 
bases AliC, A'B'C, égales; si je prouve, qu'ils ont aussi même 
hauleur, j'aurai prouvé qu'ils sont équivalents. Ayant opposé par 
le sommet les tlcux (élraèdres donnés, je fais renianieer que les 
arCles AC, A'C sont j)arallèles, puisque les angles SAC, SA'C 
sont égaux et allernes-ialenies; par la même raison AB esl pa- 
rallèle à A'B', etp;a suite les bases ABC, A'B'C sont elles-mêmes 
parallèles cor. A.); soit SP la hauteur Un 1^^ lélrardre, SF 
prolongemeiiL de SB sera la hauleur du second, alors, en jf lignant 
les points P, P' aux points A, A', on formera deux Irianfrles qui 
seront évidemment égaux, et dont l'égalité entraînera celle des 
hauteurs SP, SP'. C. Q. F. D. 

2*^ Corollaire. Tout tétraèdre est le tiers d'un prisme triangu- 
laire de même hase et de même hauteur. 

Soit /;ARC [fig iii) un tétraèdre quelconque; par le sommet b 
Je mène un plan parallèle au plan de la base , et je conslruis le prisme 
triangulaire ABCa6c qui a même base et même hauleur que le 
tétraèdre donné, et qui se compose évidemment de ce tétraèdre, et 
d'une pyramide quadrangulaire ayant ])our sommet le point 6, et 
p'^ur btise le parallélogramme ACac* Faisant, pour un moment, 
abslracUon du tétraèdre /h\BC, pour ne considérer que la pyramide 
quadrangulaire 6AGac, je conduis un plan par les trois points 6, 
a y et je fais remarquer, que ce plan décompose la pyramide 
quadrangulaire en deux tétraèdres 6A«G, batCy qui sont équi- 
valents, car ils ont, pour hauteur commune, la perpendiculaim 
abaissée du sommet 6 sur le plan ACoc, et pour bases, les triangles 
égaux ÂoG, aeC; mais Tun ^ocG de ces tétraèdres, peut être oon- 
sidété comme ajaai pour sommet le point G , et pour base le triangle 
obc ; ce tétraèdre a donc méi«0 hauteur que le prisme, et par 
conséquent même hauteur que le tétraèdre donné 6ABG ; comme 
il a aussi une base abc éga1e> la base ABC du tétraèdre donné, il 
est équivalent à ce tétraèdre. Le tétraèdre 6ABG est donc le tiers 
du prisme ABGoto, puisque ce prisme se compose de trois tétraèdres 
équivalents au tétraèdre 6ABG. G. Q. F. D. 
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5* Coroltairo. Tout tétraèdre est le tiers d'un prisme trian- 
gulaire quelconque de même base et de même hauteur. 
V.N.M5. Gor. A. L. D. triangle, moitié, parallélogramnie. 

r. l<''t^a^fJ^e, tiers, prisme triangulaire. 
4* Corollfiirr. Deux j>ij> (imides queUonquet de mime base et de 
même hauteur, sont cquivalculcs. 
V. S, 319. cor. À. L. D. prisriu inanguluire. 

L. tétraèdre. 

THÉORÉMB. 

321. Deux rectangles de même base sont entre eux 
comme leurs hauteurs, ou, en terme» plue généraux, 
deux reetangiee qui oni une dimension commune^ êont 
entre eux comme leur deuxième dimension. 

Soient ABCD, A'B'C'D' {fig. %kZ) deux recungles 
ayani leurs bases AB, A'B' égales; ]e dis qu'on aura 

ABCD: A'B'c'D' :: AC: a'C 

Je suppose d'abord que les bailleurs AC, A'C aient une 
coimuuiie mesure , je porte celle commune mesure sur ces 
droites, et je suppuse qu'elle soit coiuenue 5 lois daus Tune 
el 3 (ois dans Tauire; j'aurai ainsi ! ) pt oportion 

AC: a'C'::ô:3. 

Conduisant, maiulenanl, par les divers points de division 
des hauteurs AC, A'C, des lignes parallèles aux deux 
bases AB, A'B', je décompose les deux rectangles en 5 et 

S pai ueb égales, ce qui donne la nouvelle proportion 

ABCD: A'B'C'D'::5:s; 

comparant cette propoiiion avec la précédente, il vient 

ABCD: A'B'C'D'::AC: A'C. 

* Si les hauteurs AC , A'C étaient iocommensurabies, 
on leur supposerait une commune masure infiniment 
petite 9 ce qui est permis, cl la démonstration serait la 
même. C* Q. F. D. 

V^Scotie, On prouverait de la même manière, que deux 
rectangles de même hauteur sont enii t eua comme leurs 
bases- 
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i*' Corollair», Deux pûraU^ogrammes de même hâte 
sani entre euà eemme ieun hauteurs^ et deu» parait^* 
iogrammes de même hauteur eent entre eux comme 

leurs baies. En effet, ces deux parallélogrammes peuvent 
être changés chacun en un rcciaugle équivalent, de. mémo 
base et de même hauienr (318. cor. 5). 

2* Corollaire. Deux triatigies de même base sont entre 
eux comme leurs hauteurs, et deux triangiet de même 
hauteur sont entre eux comme leurs bases. 

SopposoDS qne deux iriaogtes T» ai^ni même 
base; nommant H» H' leurs hatiieors, Je dis qu'on aura 
T : T' :: H : H'. Prenons deux parallélogrammes P, P', 
qui aient pour base commune celle des deux triangles , et 
pour hauieur les hauteurs H , H' de ces mêmes triaoglesi 
nous aurons alors, en vertu de ce qui précède, 

p:P' :: H : h', d'où iP : :: h : h'; mais 

T = iP. T'= {V' (^5), donc aussi 

t:t' ::h : h . c. q. f. d. 

2*^ Seolie, On prouverait ^ de la même manière, que 
' deux triangles de même hauteur sont entre eux comme 
leurs bases^ 

ANALOGIE. — THÉOEÈVE. 

322, Deux parai té lipîpèdes rcctamjles de même hase sont entre 
eux comme leurs hautcurSj ou, en termes pfii't gâncriuix, drux 
parallélipipcdcs rectangles qui ovt dnixdimenslons communes, sont 
entre eux comme leur troisième dimension (lig. 241). 

* Corollaire. Deux paralléltpipèdcs queiconques de même 
base sont entre eux eonune leurs hauletirs. 

Corollaire. Deux prismes triangul aires quelconques demême 
base sont entre eux comme leurs hauteiws, 
"V. P. P.+cor. 1 et â. A. L. D. rectangle, ligne, 

L. parai lélipipède rectangle, plan, 
A. L. D. parallélogramme, m<!^me base, triangle, 

L. parallélipipède, base équivalente, prisme triangulaire, 
A. L. D. colle. 

L. le double de celle. 
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* 3* Corollaire. Deux prismes quelconques de niéme base sont 
entre eux comme leurs hauteurs. En effet , ces prismes se di com- 
posant en un môme nombre de prismes triangulaires ayant deux a 
deux même l»ase, si nous nommons \\ P', P", etc., dp, p', p", etc., 
ces prismes 1 1 iangulaires, II la hauteur commune des premiers, h la 
hauteur commune des seconds, nous aurons 

P : p::H : F : :: H : A» F' : p^'iiH : A^etc., 

d^où Von tire ^ à cause du riipport comniun, 

P:p::F :p'::P" :p"::elc.; 
faisant la somme des antécédents et celle des conséquents, il vienl 

P + F + F' + etc.;p + p' + p"H-ete.:;P:p, ou ::H:A. 
C. Q. F. D. 

* A* CaroUttire, Deux téttaèérei de même base eenl entre eux 
comme leurs, kmiteitre. 

V. ^i. p. C|Or. 2. A. L, D. Uiaiigle, parallélogramme, ^ 

L. tétraèdre, paraliéiipipède, ^ 

* 5« CoroUttire, Deux pyramides quelconques de même base soni 
entre eUes comme leurs hauteurs, 

¥. cor. 3. A. L. B. prisme^ prisme triangulaire. 

L. pyramide, tétraèdre. 

THÉORÈME. 

Deux reotùngles quelûonquee eatit enire eux 
comme leurs bases nndHpUées par leur» hauteurs, eu 
eemme le» produit» de leur» deux dimeneion». 

Soient R , R' ces deux rectangles, a, b les deux diinen- 
sioDS du premier, o', h' les deux dimensions du second. 
Prenons un nouveau rectangle Q ayant pour dimeDsioos 
a' , hf disposons ces rectangles et leurs dimensions respec- 
U?es comme ci-dessotu : 

R. • ttfhf 

Q a' 

R' a'*', 

puis comparons chaque rectangle au suivant. Les rec- 
tangles K et Q ayant une dimension commune sont entre 
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eux comme leur deuxième dimension a et a', et Ton ti 

R:Q::a:a'j 

de même y la comparaison de Q et de R' donne 

multipliant ces deux proportions terme à terme , et snppri- 
niaotQ, facteur commun, aux deux termes do premier 

rapport de la proportion résultante, il vient 



Corollaire, Deux paralieiogrammeê quelconques 
sont entre eux comme leurs bases multipliées pur leurs 
hauteurs. 
V. N. 321. cor.l. 

S** CaroUaire. Deux trianglee qu0le4m^[uêê êont mire 
eux comme leurs bases multipliées par leurs hauteurs, 
V, N. 5tl. cor. 2. 

A. L. D. même base, H : H', base commune. 
L. pour bases B, B ' , BH : B ' H % bases. 



324. I^eux paralléUjnpèdes rectangles queleonqws sent entre 
eux comme lettre bases miUtipUée$ par leurs hauteurs, ou comme tes 
produits de leurs trois dmensions (*) . 

Soient R, R' ces deux parallélipipèdes rectangles^ a, fr, c les trois 
dimensions du prender, a', 6^, les trois dimensions du seeond. 
Prenons deux nouveaux parallélipipèdes rectangles Q, (y, ayant 
pour dimensions af^ by c, et a% c, disposons ces parallélipipèdes 
rectangles et leurs dimensions respectives comme ci-dessous : 



R : R' 



ab a' b\ 



C. Q. F. D. 



ANALOGIE. — THÉORÈME. 



R. 

a. 




(*) Celle analogie n'a été démontrée enlici emcnt, quoiq i i Uc adinetle 
les mêmes moyens de démonstration que h\ proposition tk j_;éoméirie 
plane à liquellc elle correspond, que jaice que l'indtcanou des clian- 
^enicnu de uioib a elleclucr aurnit tenu trop de xdace. 
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imis comparons chaque parallélipipède netangle au suivanl. Les 
parallélipii>ède8 rectangles RelQayanldeux dimenalOQS communes 
6, c, sont entre eux comme leur troisième dimension a et a', et l'on a 

R : Q :: a : a'; de même la comparaisoD 
de Q et de (y donne Q iQfîib: V\ enfin la comparaison de 
et de R' donne aussi : R'::e : multipliant ces trois pro- 
portions terme b terme, et supprimant QQ' facteur commun aux 
deux termes du premier rapport de la proportion résultante, il rient 

R : R' :: «èc r dVff. C. Q. F. D. 

** \ *f Corollaire. Deux parallélipipèdes quelconques sont entre 
eux conme leurs bases muUipUées par leurs haïUeurs, 
Y. N. 321. (X»r. i. 

A, L. D. rtiralUMoci Miame, rectangle, 

L. parai lôiipipède, parallélipipède rectangle, 
A. L. 0. même base. 
L. base équivalente. 

** %• Candiaire. DmMi prismes triangulaires queleanques loal 
enire eux comme lem'S (Mues mulHpUéei par Uurs luunevrs, 
Y. N. 381. cor. 2. 
A. L. D. triangle , même base, H : H', 

t. prisme triangulaire, pour bases B, B', BH:BV', 
A. L. D. base commune, celle. 

L. bases, le double de celles. 

** S'^ Corollaire. Deux tétraèdres quelconques sont entre eux 
comme leurs bases multipliées par leurs hauteurs. 
Y. N. 321. cor. 2. A. L. D. triangle, même base, 

L. lélraùdxc, pour bases B, B', 
A. L. D. H : H', paiallclo^îramme, base commune, ^ 
L. BH : B'H', parallélipipède, bases, | 

**4* CoroUaire. Deux parallélipipèdes, ou deux prismes triangn- 
laireSy ou deux tétraèdres d» même kautettrj sont entre eux conme 
leurs bases. 

S et désignant les deux solides, B et H élantla base et la bauteur 
du premier, B^ et H' la base et la hauteur du second , nous aurons, en 
vertu de ce qui précède, S : :: BH : B'H'; or, si dans celte pro- 
portion on suppose H «s H', elle se simplifiera et deviendra 

S:S'::B::F. C. Q. P. D. 
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** 5* CwoUaire. Dntx prtjmef t/M^Uonquet iotU enire eux comme 
hmt baeee mMpUées par teitn katÊieuts* 

GonsidéroDS un prisme quelconque S ayant A pour base el H pour 
hauteur; décomposons en triangles la base A que nous supposerons, 
pour fixer les idées, en renfermer trois; nommons B, B , ces trots 
triangles, P, F, F' les prismes triangulaires qui leur correspondent, 
et cherchons le rapport du prisme S h l'un quelconque P de ces 
prismes. Les prismes P, F ayant même hauteur^ sont entre eux 
comme leurs bases et donnent, en changeant les moyens de place, 

P:B::P':B', d'où P+ F: B-}-B'::P: B'; 
les prismes P ayant aussi même hauteur, donnent pareillement 

P':B"::P';B'; 
donc , & cause du rapport commun , 

P + P':BH-B'::F':B , d'où P + F+F' : B + B +B"::F'îII", 
ou ::P : puisque entre les prismes de même hauteur P et F', 
on alardatioa P:B::F':B"; remplaçant P-f F+F', elB+B'+B" 
par leurs Taleun respectives S et Â, il Tient S : A : : P : B; multipliant 
par H le moyen A eH VesMme B de cette ptoportîoo, elle derienl enfin 

S : AH P : BH . Un second prisme $^ dont 
la base et la hauteur seraient a, A, donnerait pareillement 

t : aA::p ; M , h étaut des quantités 
analogues k P et B ; comparant cette proportion avec la précMenle, 
et obsenrant qu^entre les prismes triangulaires P, f , on a la pro- 
portion P : BH ::p : M (cor. il Tient 

S: s:: AH: ah. C. Q. F. D. 

6* Corollaire. Deux prisincs à bases équivalentes sont entre 
eux eommc leurs hauteur;;, et deu r prismes de mime hauteur sont 
entre eux comme leurs huscs. luii elTet, suivant (jue dans la pro- 
portion précédente on fera A = a, ou U = /i, elle deiiendra 

S:f:;H: A, ou S:«::A:a. 

*^ 7* CeroUaire. ihux piframides quêkontfues sont entre elles 
comme leurs baeee mÊdUplUee par Uure kauieure» 

** 8« Corollaire, Deux pyramides à bases équivaleniee «ml eulre 
elles comme leurs hauteurs, ei deux pyramdes de même kauteur 
sont entre elles comtne leurs bases. 

V. cor, 5 et 0. A. L. D. prisme. 

pyramide. 
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THÊOEÀHE. 

335. Un reetangk a pour meiure ie produU de ta haie 
et de sa hauteur, ou ie produit de ee$ deu» dimeneiont, 
pourvu qu'on prenne pour unité de eurfaee, le earré 

construit sur Puni té litu'aire. 

Reprenons la proponion R I R' ai6 I a^h^ démontrde 
au n** 323, ei supposons que le rectangle R' ait ses deux 
dimensions égales ciiacune à l'unité linéaire ; par cette 
bypothè&e la proportion deviendra R : R' :: ai : 1. Con- 
venons aussi de prendre R' ponr oniié de surface $ de la 
sorte, cette proponion se simplifiera encore et deviendra 
R : 1 :: ai& : l, d'oàR»aj(. G. Q. F.B. 

Supposons , par exemple , que les dimensions du rec- 
tangle R soient respectivement de 2" et de IS'"; nous auf ons 
a = 2, A = 12 , et par suite R == 24 j le rectangle proposé 
ayant pour mesure le nombre abstrait 24, vaudra 24 carrés 
égaux à celui de l'unité linéaire , c'est*à*dire 34 mètres 
carrés. 

i** Corollaire. Un earré a pour mesure le earré de 
son eâté, 

S* Corollaire, Un parattélogramme quehonque a 

pour maure le produit de sa base et de sa hauteur; car 
tout parallélogramme est équivalent à un rectangle de 
même base et de même liauteur. 

AMALOGIS I. — TEiORiUB. 

326. Un parallélipipède rcctuinjle a pour mesure le produit de sa 
base ([ de sa hauteur j ou le prndmi de ses trois dimensions y pourvu 
qu'on prmne pour unité de solidité, le cube construit sur l*unité 
linéaire, 

Y. N. P. A. L. D. ab, a'6', rectangle, 

L. abc, a'b'cfy paraiiéiipiptde rectangle, 
A. L. D. sur face, 2» et de 12", a =2, ^ = 12 carré, 
L. solidité, 2"de3'»etde4", rt = 2,6 = 3,c=4, cube, 
A, L. D. parai I(^logramrae. même base. 
L. parallélipipède, Lase équivalente. 
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3* CûroiUttfê, Vn prime triançuUdre a peur mesure le pradmi 
de sa base et de «a Amiieur; car tout prisme triangulaire est la moitié 
d'an parallélipipède de même baoteor, construit sur une base 
double. 

'4'' Corollaire. Un prisme queLmuque a pour mesure le produit 

de sa base et de sa hnuieur. 

En effet , si Ton décompose lahosp en triangles, a chaque triangle 
répondra un prisme IrianLMil.urt de niOnie liaulcur que le {>risine 
donné, et Ton aura, en nommant p, p', etc. ces différents 
prismes triangulaires , 6, b'^ 6", etc. lenrs bases, H la hauteur 
commuiie, et R la base du prisme donné V, 

p = bU, p' = b'U , p" = t/'l\ , etc.; figoutanl ces 
égalités membre ;i membre, cl mettant H en facteur commun, il 
vient P = (/^ -h ^ + 6" 4- etc.) H = BIT. 

5* Corollaire, Deux prismes quelconques iotU éguivaleiUSf quand 
iU ont même haxdmar et des bases équivalentes. 

SeoUe, On déduit sans peine du 4* corollaire, que deux prismes 
quelconques sont entre eux comme leurs bases mutHpUées par leurs 
hauteurs. En effet , P et F étant les deux prismes, B et B' leurs bases, 
H et H' leurs hauteurs, on aura 

P « BH, F » BW, d'où 
P : F Bfl : B'H'; 
et si dans cette proportion on suppose altematiTement hssW, HssH', 
elle donnera suceessiTement 

P:F::H:H',dP:P'::B:B'; 
oe <|ui prouTe que deux prismes à bases équivalentes sont entre eux 
comme leurs hauiemrs, et que deux prismes de même hauteur sont 
entre eux comme leurs bases, 

L.es deux théorèmes ci-dessus n'ont été démontrés au n* 324, 
qu'afin de rendre leur démonstration complètement indépendante 
du choix de Tunité de solidité. 

ANALOGIE II, — THÉORÈME. 

327. La surface convexe itun prisme régulier a pour mesure le 
périmètre de la base de ce prisme, mullipUé par sa hauteur. 

En effet, nommons c le côté du polygone régulier qui sert de base 
au prisme , n le nombre des côtés, etPto périmètre de ce polygone r 
H étant la hauteur du prisme, chacun des rectangles de la surface 
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coDfeifi MM exprimé par cli, ei Toa mita, eft noimiAiil S cette 
surface convexe, 

âsniiflsfiexHsPH. C. Q. F. D. 

CoroUmtê, la iurfaee cwMtxe <Pun eylinére a pour mume la 
cmwtférmca de la ba$e de ce q/lindre, mulâpliée pat êa kaakwt. 

Gela résulte de ce «lue la surface contexe dhm i^liiidre peut étie 
assimilée à celle d'un prisme régofier dont les laces lalénles seraient 
infiniment petites (S0f}. D*aprè8 cela« si nous désignons par A, H, 
R la surface convexe , la hauteur, et le rayon de la base du cylindie, 
nous aurons A = SnRH. 

Si Ton suppose , par exemple, R = iù", H es on trouvera, après 
tous calculs fîùts, A s= 314, 16 mètres caiiés« 

THÉORÈIfE« 

Un triangle a pour metwre la moitié du produit \ 
âe ea hase et de ea hauteur/ car tool triangle est la moitié 
d*uti parallélogramme de même base ei de même bauteor. 

SeoUe. Pour évaluer la surface d'un polygone quel- 
conque , il suffira de le décomposer en iriauglcs, d'évaluer | 
séparément la surface de chaque triaagle, et de (aire 
ensuite la somme de toutes ces surfaces. 

ANAL06IB I. ^ THÉORÈIIB. 

* 

S^. 17» tétraèdre a peur mesure te Uers éa proént de se bese j 
et de ea hautear* 

y, N. P. A. L. D. triangle, moitié^ parallélogramme, 

L. tétraèdre, tiers, parall^plpède, 
A. L. D* surface^ polygone. 
L. solidité, polyèdre. 
1*' Cofoltatre. ITne pf/roadde queleeuque a pear Mesura la ûen 
éa produit de ea toe etde ea hauteur* 

2* CoroUaire, Deux p^amdes quelconquet eenl éqmeeteeUt, 
quand eties ont même hautam et des bases iquieatentes* 

V. N 526. cor. 4 et 5. I 
A. L.D. prisme triangulaire, prisme, p=i6ïï, p'— ft'Il, p"=6'% 

L. lélr.ièdrc, pyramide, p=6'J, p'=b' 5, p"=b" 5, 
A.L.D. metUmlU, P=(/j-f ^' + 6"+etc.)H=BH. 
L. mettant y, P=(û4-6'+fr"+etc.)5=5liU. 



i 
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ANALOGIE 11. — THiORÈMB. 

U pMmèm de te teM de celle fn/ranude, nmtiipUé par sû toifar. 

CeroUatre^ La emjeee convexe ^hm càne a pem metmre la etr* 
eeftfÊtence de la bote de ce càne, wmUli^Uepatlameiliédeeoa 
9pelhème» 

V.N. 8X7. à. priame^ hauteur, Nctengles, cfi, 

L. pyramide, apolhèmé, trianglesi ^cH, 

TH&O&ÈMfi. 

£^ pdsggenê r^lUr a pour meewr^ em péri* 
mêiref muUipUe'par ia moUiéde fapoikème. 

Concevons un polygone régulier d*ua nombre it de côtés; 
nommons r l'apothème , b le côté , P le périmètre de ce 

polygone, ei imaginons le ccnirc joiui avec chacun des 
sommelS} conuno par celle opéraiion le polygone se tr ouve 
décomposé en /* irian^Hes égaux ayant cliacuu pour mesure 
nous aurons pour 1 atre S de ce polygone, 
S = i^X#=#iAX Jr = PXlK = {PH, 
C. Q. F. D. 

ANALOGIE. — TBiOEÈME. 

* 532. I n polyèdre régulier a pour mesure sa surface, multipliée 
par le lia s de l^apoUième. 
V. N. P. 

Â. L. D. polysronc, côU^, p^iiinèlre, triuiij^lf, aiiv. 
L. polyèdre, face, surface, n^ramide, J, volume. 

Un trapèze a pourm&ivreea hauteur, muMpUée 
par la demi-somme éee haeee parmiièlee. 

Soit ACDE (fig. le irapèze proposé ; je décompose 
ce trapèze en triangles par la diagonale A£, ci j'aurai en 

50 
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nommaDt B, b ei H, les bam AG , DE » et la lUMilMr XY du 
irapèze T, 

l" Scoiie. Si i>nr le point M milieu lic CE, l'on mène 
RS parallèle à AD, et MN parallèle à AC, on auri 
MN = AK = DS, €l ES = CR, à cause que les triangles 
CMR> £MS soni égaux ; par conscqueni on aura à la fioU 

ajouiani ces deux égalités nenubra à membre , et obsemat 
que les termes égaax OR + ^ ^ délraisent , il reste 

2MN=:=B + i&, d'où MN«-îi^; 

substituant eetie valeur de dans la valear précè- 
de nie de T, il vient 

T = H.MNî 

ce qui démontre que Paire d'un trapèze est auui égale à 
la hauteur de ee irapèze, multipliée par la ligne qui 
joint les milieu:^ de» deux eâtét non-parallèlee, 

S* Seolie, Un trapèze est aussi équivalent à la somme 

de deux triangles qui auraient pour bane commune hrn 
quelconque des côtés non-parallèles, et pour sommets les 
sommelë du irapèze opposes à cette hase. 

Soli {fig. 246) ABCD le irapèze proposé, je dis que ce 
trapèze est équivaieoi à la somme de deux triangles ayant 
pour sommets les points G et D, et pour base commune le 
G^té opposé AB. Pour le prouver, je joins le point B au point 
G par la diagonale BG i ei je fais remarquer que celle diago- 
nale décompose le irapèze en deux irianj^les, dont l'un ACB 
a poui sommet le point C, et pour base AB; quaiii au triangle 
BCD, il poiii être lemplacé par le irianglfi ADli qui a même 
base BD, ei iurtne hauteur, puisque les sommets A el C 
sont placés sur une même ligne AC parallèle à la base 
commune BD ; mats oe dernier triangle peut être considéré 
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conme ifani pour sommet l« point et pour base Am 

donc, eic; par coiisoqucui si l'on il<''sigiio par T l'ait o du 
irapèzt» , par B U» AB, ei par H vl 11' les disiaincs 
respectives des soimnets C, l) ù la base AB, uousauruus 

T = 4B(U + U'). 

AflAliOGIB I. TBiOBftlIB. 

5"»i. La stirjace convexe (Tuu trr,nc de cône a pour mesure le 
côté de ce tronc , muiiiplié par lu ticim-iomme des circonférences 
des bases. 

Soit BCDE (fig, i-i7) un Ironc de cône , RAC le 0)\w dont il dérive, 
cl AP Taxe de ce cène. Suivant !' i\i AP je conduis uû plao, el 
je fais remarquer que ce plan coupe les bases du solide BCDE 
suivant deux diarnèïws imrallèles BC, DR, el la surface suivant 
lr« lijînes BD, CE qui sont égales chacufie au côii- du imnc; 
tliins le plan qui vient dVlre mené, j*é!ève aux iwiuLs C el E deux 
l)orpendicu! aires, je urondsCF = cire. CP, je lire AF qui rencontre 
en un certain poinl K la perpeadiculaire du point E, et je dis que 
les triangles CAF, EiVK seroni respectivement équividenls aux sur- 
faces convexes du cAnc BAC, et du pelil cône DAE. D\Lbord, la 
sui&ce convexe du cône BAC est équivalente au iriauglc CAi\ car 
lamesure de la surface du cône est exprimée par |ÂG, cire. Cl\ et 
celte du triangle par or ces deux mesures sont égaies, 

puisque par constructien CF drc. CP. Comparons maintenant 
au triangle EAK la surface convexe du petit o6ne DAE ; les circon- 
férences des cercles étant entre elles comme leurs rayons, nous 
avons d^abord 

cire. CP : cire. Ep :: CP : Ep; 
mais les triangles CAP, EAp étant seniMaUleSi dooueul 

CP: l!:;)::A(:: AK; 
donc cire. CP : cire. Ep :: AC : AE ; 

les triangles semblables CAF, EAK , donnent aussi 

CF : EK :: AC : AE; donc, h cause du rap- 
port commun , cire. CP : cire. 1^ :: CF : EK ; mais dans cette 
proportion CF » cire. CP, donc aussi EK ^ cire. Ep ; la surface 
convexe du petit céne DAE, est donc équivalente au petit triangle 
EAK, puisque Ces deux surfaces ont même mesure. Maintenant, 
si de la surface du cén BAC, je retranche celle du petit cOne DAE, 
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il restera ta BUrfaoe dn tronc BGDE ; et, ii du triaiigle entier GAF, je 
reliandie pareillement le petit triangle EAK, il restera le trapèiÊe 
CFEK ; donc la Burfàce du tronc de cône est équi vdenle li ce tmpèze; 

CF + EK 

or le trapèze a pour mesure CE — ^ , la surface du tronc a donc 

même mesure; nommant T Paire du tronc, et nous rappdant 

que les lignes CP et EK sont respectivement équivalentes à cire. GP 
et k cire. Ep, nous aurons 

j^ç^^^^^'^^^-^^^^^'^^ C.Q.F.D. ■ 

i Scolie. Si \mn abréger Ton fait CE = /, CP =s R, Ep = r, la 

formule précédente se simplifiera, et deviendra 

_ . âwR -+■ 2wr , , „ ^ 
T = l—~ ^'nl{l{ + rj. 

2* SeoHe, Si par le point H milieu de CE/ on mène une ligne 
HG perpendiculaire à CE, et un plan perpendiculaire à Paze du 
tronc> ce plan coupera le tronc suivant un cercle , et Ton aura, en 
nommant 9 le centre de ce cercle, HG = drc. Eqi mais le trapèie 
CFEKaégalement pour mesure CE.HG, donc aussi T CE. cire. Eqi 
donc (a mfaee iPun tronc de eéne a ausn pour mesure le côté de 
ce irone, nmUiplié par la dreonférenee de la seeHon faite dans ce 
solide, par un plan mené par le milieu du câté perpendiculairmeiU 
à taxe, 

1" Corollaire. Si une ligne AB (fig. 2i8) siluce toute entière d'un 
même côté d une droite XY el dans le même plan, tourne autour de 
XY, lu surface engendrée par AB aura pour mesure PP'. circ. 01; 
Oi étant perpendiculaire sur le milieu de AB. 

En effet , en vertu de ce qui précède, l'on pour la surface T 
engendrée parÂB, T = AB. circ. IZ, IZ ét:ait perpendiculaire sur 
XY; mais les triangles ABQ, OIZ ayant leurs côtés perpendiculaires 
chacun à chacun, donnent (2Gi) 

AB : AQ ou PF::OI : iZ:: circ. 01 : circ.lZ; faisant le 
produit des extiémes cl celui des moyens dans la proportion 

AB : PF :: circ. 01 : circ. IZ, il vient 
AB. circ. IZ = PF. circ. 01; substituant dans 
T 39 ÂB. circ. fl , la valeur précédente de AB. circ. IZ , il vieoi 

T 9 PF. circ. 01. G. Q. F. J). 



* 
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t« CeroUaire, êi ime Hgne poly^wUê réffuHire ABGDEFG (fig. 
S49} toumê mitmr <f tm^ drmfe XY, sMe dam te même plan et 
paêeMpat te centre Oy elle engendrera wm eurfaee fm aura pour 
mêeure sa hauteur (eu la partie PF de XT comprise eiUre les per^ 
peiuUculaires extrêmes AP, GP') multipliée par ta esrconférenee du 
cercle inscrit à cette ligne polygonale. 

En ^et) nous anions suoeeasiTement, en Terin da corollaire 
précédât ^ 

Surf. AB^PQ. cire. OT,sarf.BC=QR. circ.OI,surf.GDasBS.drc.OI, 
0te.; ijoulant tontes ces égalités membre à membre, et mettant en 
faeteur commun cire. 01, il Tient 

Surf. ABCDEFG = ( PQ + QR + RS + etc.) cire. 01 - FF. cire. 01. 
C. Q. F. D. 

3* Corollaire. La surface de la sphùrc a pour mesure son dia- 
mètre , multiplié par la cin onfércnce d'un grand cercle. Cela résuUe 
lie ce qu(î la demi-circonférence génératrice peut être assimilée h 
une iigiic polygonale régulière ayant ses côtés infiniment petits; 
diaprés cela nous aurons , en nommant S la surface et K le rajron 
de Sa sphère , 

S = 2R. cire, R = 4wR«. 

Cette formule montre que la surface de la sphère est aussi équiva- 
lente à qvAitrc fois la surface d'un grand cercle. 

4° Co roi luire. La surface d'une zone a pour mesure la hauteur 
de cette zone fou la distance des plans paralfèief^ qui la déterminent), 
multipliée par la circonférence d^un grand cercle. Cela résulte de 
ce que l'arc générateur CD {fig. Al) peut cire assimilé h une ligne 
polygonale régulière ayant ses cCAés infiniment pciiK ; d'aprrs cf^la 
nous aurons, en nommant R le raj^on de la sphère, S et Hla surface 
et la hauteur de hi zone, 

ANALOGIE II. — THéORÈlfB. 

* 335. Un tronc de tétraèdre est équivaleni à la somme de trois 
tétraèdres^ qui auraient pour hauteur commune la hauteur du tronc, 
et dont tes bases sen^fnt ta base inférieure du tronc, la base supé- 
Heure , et une moyenne proportionnette entre ces deux bases. 

Soit lfi§. 250) ABGoècee tnmc; par les points b. A, C je conduis 
un plan, et je fois remarquer que ce plan détache du tronc un 
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léiraèdie bJM^ toquel a mânw iMmliiir que le Ime, et pour base 
la base inftrieure du tieiie ; ce lélnèdreesidoiiclHiii te létraèdres 
demandés* 

Par les tiob sommels G, 6, a de la pyramide qaadrangiilaiie 
restante &AGac, je conduis on nouveau plan; ce plan décompose 
cette pyramide en deux tétraèdres Mine, tAGo, dont Pou bCae a 
même hauteur que le tronc, et pour baâe la base supérieure du 
Ironc, puisque ce tétraèdre peut être oonsidéié comme t^ant son 
sommet en G ; le tétraèdre bCac est donc aussi Ton te tétraèdres 
demandés. 

Considérons enfin le Iroisic-me tétraèdre bXCa. Dans le planAB«6 
menons bD parallcle à aA, <'l conslruisoos un nouveau tétraèdre 
DACn ayant pour sommet le point D, et poiu bitsc le triangle ACa; 
ce leLiaidrc, ayant même base que le tétraèdre bkCa cl même 
hauteur, puisque les sommets 6, D sont situés sur une mèine ligne 
parallèle au plan de la base coniniune , sera équivalent au 16- 
ii K'dre 6ACa; mais le tétraèdre DACa peut être considéré comme 
avant pour sommet le {wint a, cl pour base le triangle ADG, ce 
tétraèdre a donc dc^jà même liau four que le trono; il ne reste donc 
plus qu'h s'assurer si la base ADC est moyenne proportionnelle entre 
les deux bases ABC, ahc. 

Les triangles ABC, ADC ajant même hauteur, donnent la pro- 
' portion 

ABC: ADC:: AB: AD. 

Les triangles ADC , abc ayant aussi même hauteur, puisque les 
triangles rectangles ADP, abp sont égaux, donnent la nouYotle 
proportion 

ADC : abciiXC : ne-, 
mais les triaii^les ABC, abc étant semblables, l'on a 

AB : ii6ou AD:: AC : ac; 
comparant cette proportion a^ec la précédente^ il vient 

ADG:a66::AB:AD; 
comparant aussi cette proportion avec la proportion 

ABG : ADC AB : AD obtenue plus haut , il 

vient enfin 

ABC > ADC:: ADC : uèe. G. Q F. D. 

SeoUe, Si qous désignons part le volume d'un tronc du tétraèdre, 
par H Ta hauteur de ce tronc , par B et 6 ia grande et la petite base , et 
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el enfin ii la majwob praiiorttoniieUe tastln i« Imes B, ^, nous 
attuons 

mais ^tttuuih, dV)ù u=s)/ih^ donc 

T = {H(B + fr + i/Br). 

ARAIOGIB III. — THÉOBÈME. 

* ^SS6, Si ('«m coupe un prisme tiiangutaire par un plan non-- 
paraUHa à la base, le tronc de prisme restant sera iqukfaleni à 
la somme de trois tétraèdres ayant respectivement pour sommêis 
tes trois sajuvicis de la section faite dans le prisme j et pour base 
commune la base du prisme. 

Soit ABCafcc {fig, ^VA ) le tronc de prisme que Ton considère, el 
ABC la base du prisme dont le tronc dérive ; je dis que ce tronc sera 
équivalent h la somme de trois tétraèdres qui auraient respective- 
ment pour sommets les points a, 6, c, et pour base commune le 
triangle ABC. 

Je joins Iti îKiint C avec les pftirils a, 6, et je décompose ainsi le 
tronc de prisme eu une pjraniule quadrangulaire CAlto/^, el eu un 
tétraèdre Cabc. La diiigonale aB décompose pareillemeni la pym- 
mide quadrangnlaire en deux tétraèdres CÀBa, CBab, dont l'un 
CABa peut ^fre regard»' comme avnnt poiir sommet le point a, el 
pour base le thapgie ABC ; ce tétraèdre est donc l'un des tétraèdres . 
demandés. 

Comme deux tétraèdres sont équivalents quand ils ont même 
hauteur et des bases équivalentes (329. cor. 2), nous pouvons, h 
la bifôe Bab du 2" tétraèdre GBa6, substituer la base équivalente 
6AB (317), et nous obtiendrons un tétraèdre qui aura pour sommet 
le point 6, et pour base le triangle ABC; ce tétraèdre sera donc aussi 
Ton de§ tétraèdres demandés. 

Considérons enfin le tétraèdre Gobe, Ce tétraèdre povTant être 
considéré comme ayant pour sommet le point a , et pour base le 
triangle cG6, nous pontons d'abord, à la base cCby suhstiiuer la 
base équiTalente cCB : de même, an sommet a, nous pouvons 
soLstituer le sommet A, puisque Faiéte oA est parallèle au pian 
BCbe, et nous obtenons ainsi un tétraèdre équiralentj qui peut 
étie considéré comme agrant pour sommet le point c, et pour base 
le triai|g|eABG;ceiétiaèdieestdone]eS* des tétraèdres demandés. 
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ScoUe. Si l'on désigne par T le volume chi tfonc de prisme, par 
B la base ABC, et par H, H', H" les distances lespectives des trois 
sommets a, 6, e ao plan de la base noua aurons 

T=siB(H + a'4-H"}. 
En supposant , par exemple, B « S mètres caiiéa, H s i"*, 
H' s= 0», 5, H'' = 0", 8, on trouvera T = a, 3 mètres cubes. 

8S7. Le eereie peut être oaimM à un polygone régu^ 

lier dont les côte'g seraient infiniment petits ('). 

Inscrivons dans le cercle 0(fig. 252) un polygone régu- 
lier à oôtéa infiniment peiits; soit A^ = c un côiédece 
polygone, et P son périmèire. Par les points A et B je mène 
les tangentes AG , BG ; je joins le point de rencontre G avec 
le centre 0 par la ligne OC t et je fais remarquer que cette 
ligne sera perpendiculaire sur le milieu de AB. J'observe 
maintenant que le cercle surpasse le polygone, du segment 
AMB rëpëié autant de fois qu'il y a d'uniiés dans le nombre 
n qui exprime combien le polygone a de côtés; en nom- 
mant A l'aire du cercle, et a celle du polygone, nous 
aurons donc 

A — a = n { segment AMB) ; 

mais segment AMB est < ACB, et ACB = ^eef e désignant 
la perpendiculaire infiniment petite GP, donc 
segm. AMB<}e0, d*où ti (segm. AMB) ou A*-a<inc«/ 
remplaçant ne par sa valeur P, il vient A a < ^ ; maïs 
iPtf est une quantité infiniment petite , donc la différence 
entre Taire du cercle et celle du polygone, est inûuiuieut 
petite i partant A = a. G. Q. F. D. 



(*) Les aspirants au imccalauréat ès-lettres peuvent, au lieu de la 
démonstration , se contenter de l'explication •uîvanie : 
Y« N. S0& (*;. A, L. D. cîreonfêrenee, périmètre. 

h. cercle, surface. 

Ils pourront aussi regarder comne éridentes les propositions 338, 
mt 340. 
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CoroUuire. Le ^ereie a pourme9ure$a eirconference 
multipliée par ia moitié du rayon. Cela résulte de ce que 
le cercle peul êirc assimile à un polygone régulier dont les 
côtés scraieiu infiniment petits; d'après cela, nous aurons, 
en noimïiani C la circonférence cl R le rayon du cercle, 
A = iCR = irK% en nous rappelaul que C=:2irR. Celle 
fonnule fait voir que le eerele a àu$ei pour mesure le 
mnnire eoneianê muUipliépar le earre du rafen» 

ANALOGIE I. — LEHMB. 

338* Le cytinére peut être Mêtmilé à un prime réguUerdmales 
faces UuértUes seraient infiniment petites. 

Insortyons dans le cylindre un prisme régulier ayant ses fans 
latérales infiniment pelites, et soit AB = c (fig. un côté mli- 
nimcnt petit du polygone régulier qui sert de base au prisme. 
Ayant efTectué les m^mes constructions qu'au numéro précédent, 
jetais rcniaïquer que le cylindre surpasse le prisme, du segment 
cylindrique correspondant au ^egaieirl circulai t e AMIi, n pété autant 
de fois quMl y a d'unités dans le nombre n qui marque combien le 
prisme a de faces; donc, en nomnutnl 5 la solidité du cylindre, 
s celle du prisme, e la perpendiculaire CP, et w le se-inriU cylin- 
drique qui s'appuie sur le segment circulaire AMB, nous aurons 

S — * = n^; 

mais le segment «« est moindre que le prisme Iriangulaiie dont la 
hauteur H est oelle du cylindre y et dont la base est le triangle ACB, 
par conséquent « est < )c«H, d'où n*à < ^PHe, P désignant le 
périmètre de la base du prisme; mais S — s = n»^ donc aussi 

S — 6 < iPlle, 
qui esl une quantité infiniment petite; donc, etc. 

CeroUaire, Le cyUndre a pour mesure sa base nuMpUée par sa 
hauteur. Cela résulte de ce que le cylindre peut être assimilé à un 
prisme régulier dont les faces latérales seraient infiniment petites; 
d'après cela nous aurons, en nommant H la hauteur et R le rayon 
de la base du cylindre, 

S ^ irR«H. 
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ANàLOGIB II. LBHSB. 

339. Le cône peut Hre assimilé à une pyramide régulière dont 
les faces latêrates scrnicnt in finiment petites (fif^, t:')^!). 

4^' Coruiiiun'. Le cône a pour mesure le tiers du produit de sa 
base el de sa fin\iteur. V. N. P. 

A. L. D. cylindre, prisme, cylindrique, J, S = -R'H. 

L. cône, pyramide, conique, S = J-^tR^H. 
2« Corollaire. Le tronc de cône peut être asnmUé à un tronc de 
pyramide régulière dont les faces latérales serment infiniment 
petites* 

ANALOGIB III. — LBMIIB. 

7)iO. !.a sphère penf être assimilée à un polyèdre dont les faces 
seraient infiniment petites. 

Je p;irlaf;c ni n |»arlies égales iiifinimeiil pcliles la moitié AO du 
diiiiiielie AR /i;/. i.^iô'i, autour duquel tourne le demi -cercle géné- 
rateur de la sitlièrc; par les |X)mls de division P, P, P", etc. j*élè\e 
les perpc^miiculaires PM, P'M', F'M" .. OC que, pour abréger, je 
nonuuu j/j, î/s •• î/n-i, î/n, et je construis, dans le quart de 
cercle AOC, les rectangles extérieurs el intérieurs qu'on voit sur 
la figure. Concevons qu'on ait fait des constructions toutes pareilles 
dans le quart de cercle BOC. La somme des cylindres engendrés 
parles rectangles extérieurs sera plus grande que la sphère, tandis 
que la somme de ceux engendrés par les i-ectangles intérieurs ^era 
moindre que la sphère, et aussi moindre que le solide enj^'^endré par 
la ligne p<il>>:onale AMM'M"....; donc la ditTérence entre ces deux 
sommes de cylindres, sera plus grande que la diliérence entre la 
sphère et le solide engendré par 1 » li<:^ne polygonale inscrite; la 
proposition énoncée se trouvera donc démontrée, si je prouve que 
la ditTérence des deux sommes de cylindres est infiniment petite. 
Or, en faisant AP = e, ou OC =: R, Ton a, pour les sommes 
S, 8 de cylindres, 

S = 2(ry2c + ^le f mjle + ... + 7ryS.iC + irR«^) = 2(iFyJ« + 
U^ie + «yie + ... + ^î-ic) + 2ffR«e. 

s s= 2 {nyU + mjle + -jn/Jc + ... Try^.ie); 
tetranchaut ces deux égalités membre à membre, il reste 

S— «=:27rR«e, 
qui est une quantité infiniment petite; donc, etc. 
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Corollaire. La sphère a pour mesure le tiers du produit de sa 
surface et de son rayon. 

Concevons la sphère décomposée en une infinité de pyramides 
ayant leur sommet au centre, et pour bases les faces planes infini- 
ment petites qui composent la surface de ce solide (307. scol. 1); 
chacune <te ces pyramides, ayant pour hauteur le rayon de la sphère, 
a pour mesure le tiers du produit de son rayon et de la petite surface 
qui lui sert de base ; donc , en nommant p, pf, pf'^ etc., et bf^ 6", 
etc., les volumes et les bases de ces diverses pyramides, nou8 aurons 

p = JérR, p/ = ib'h, jf' = ifr"R, etc.; 
igoulant toutes ces égalités membre k membre, et méfiant en 
facteur commun, il Tient 

p 4- + ^' + etc. =s |R (6 + 6' 4- 6" + etc.); 
mais /; -f /j' -{- p" + elc, et 6 + ^' + fr", + ctc.^ expriment respec- 
tivement le volume V et la surface S de la sphère , donc 

Y=^SR. C.Q.F.D. 

S>coi\e Si dans la formule précédente on remplace S par sa valeur 
4irK^, il vient 

V = ^TiR». 

THÉORÈME. 

Vaire dun êeeieur esi à celle du cercle, comme 
Parc qui $er$ de mesure à Fangle du seefeurj eti à la 

circonférence de ce cercle ; ou , ce qui revietti au même, 
comme rangle du secteur est à quatre angle» droits. 

Soit a l'arc qui sert de mesure à l'augle du secteur, et 11 
le rayon du cercle , je dis qu on aura 

Secteur : ^R* :: a : 2«R. 

Je suppose d'abord que l'arc a et la circonférence aient 
une commune mesure , je porte cette commune mesure sur 
cet arc y ainsi que sur la circonférence, et je suppose 
qu'elle soit contenue 17 fois dans Tun , et 95 fois dans 
l'autre , j'aurai ainsi la proportion 

a : 2irR:: 17 : 95; 

conduisant , maintenant , des lignes par le centre et les di* 
verspuiuls de division de la circonférence, je décompose le 
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&eci<iur et la surface du cercle en 17 el 95 parties égales, ce 
qui donne la nouvelle proponion 

Sectear : «Rt : : 17 : 95; 
comparant cette proportion avec la précédente , il vient 

Seciear : «R* : : a : 2irR. 
Si Tare du secteur et la circonférence étaient incommen- 
surables, on leur supposerait une commune mesure infini- 
meol peiik', ce qui csi permis, el la démooslrallon serait 
la raônio. C. Q. F. D. 

1"' Corollaire. Ln secteur a pour mesure l'arc qui lui 
sert de base, multiplie par la moitié du rayon. Oo tire» en 
effet , de la proportion ci-dessus, 

Secteur = |R a. 

2" CaroUair», Si du ueteur on reirancke le iriangle 
qui a pour sommol le eenire du eereU^ ei pour baie la 
eorde de tare du eeeieur, on aura la valour du eegment 
correapondant au êeeieur. 

Scolie. Si l'arc du secteur est donne en degrés, il laudi a, 
avant de le faire servir à révaluaiion du secteur, calculer 
sa longueur en fonction du rayon R du cercle, car dans la 
formule ci-dcss«?^ il n'entre que la valeur absolue de l'arc. 
Supposons, par esLemple, que l'arc du secteur soii de m 
degrés; pour évaluer cet arc, je dis : puisque 360** valent la 

circoQfërence entière 2ivR, un degré vaut-r^, m degrés 

ooO 

vaudront donc ; remplaçant a par celle valeur, il 

vient , en simplifiant , 

Secleur = -jj5-. 

AMALOGIB I. — TttÂOaÉllE. 

* 542. Ir'ttirtf teunfiueau ett à cette iU ta ephère^ comme Pare de 
grand cerete qui sert de mesure à Pangle ikt fiueou , est à ta drcon* 
fêrenee <fwi grand cercle; eu, ce qui revient au même, comme 
f angle éa fuseau est à iiuatre angtes droiu. 
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i*' Corollaire. Un fuseau a pour mesure le (lumitHre de la sphère^ 
multiplié par l'arc de grand cercle qui sert de mesure à l'angle de ce 
fuseau. 

V. P. P -f cor. 1 <M scol. 
A. L. D. secteur, «ciclr, ttH^ circonférence, 

L. fuseau , sphère , 4irH% circonférence du grand cercle, 

A. L. D. ligne, centre^ ^, 



L. arc de grand cercle, pôle, 2, 



360 



90 

2" Corollaire. Un fuseau dont Vangle est A, a aussi pour mesure 
le double de l'angle A , pourvu qu'on prenne rangle droit pour unité 
d'angle, et le triangle trirectanglc pour unité de surface. 

En effet , si l'on désigne par S la surface de la splière , ua aura la 
proportion 

AS 

fuseau : S :: A : 4^, d'où fuseau s -7- ; 

*^ 

mais 81 Ton prend pour unité de suffiMe la soffoce d'un Iriangle 
trireetaogle, et pour unité d'angle Pangle droit, S eerA égal k 8, 
^ sera égal à 1, et l'on aura simplenient 

ftiteau 8 2A. C. Q. P. D. 

3* CwoUaire, Un iriangle sphérique a pcmr mesure Pêxds de la 
nmmê d$ 908 trois angles sur deux angles droiis. 

Soit BAC B T (^9. ini) le triangle proposé, et A, G ses trois 
angles rapportés à Pangle droit pris pour unité; je dis qu'on aura 
T = A + B + C — î. Soit DEFGH l'hémisphère dans lequel le 
triangle est enfermé , je prolonge les côtés AB, AC, BC jusqu'à la 
circonférence du grand cercle qui termine l'hémisphère, et je dis 
d'abord que la somme des surfaces de deux triangles opposés par 
le sommet , est égale au fuseau dont l'angle est celui suivant lequel 
les deux triangles sont opposés. Considérons, par exemple, les 
triangles DAF, GAU ; si nous prolongeons les côl^s AD, AE jusqu'à 
ce qu'ils se reneonlrenl de nouveau en R , nous aurons ADR — DG, 
AER = EU, car ces arcs sont égaux chacun a uac cleiui-Lirconférencc 
de grand cercle; par conséquent, si des arcs égaux ADU, DG^ on 
retranche la i)arlie commune AD, il restera DR = AG , du même, si 
des arcs égaux AER , EH , on retranche la partie commune AJ>, il 
restera ER = Ali j les triangles sphériques DRE^ GAU ont donc un 
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angle f^d\ compris eiilre cùlés égaux inversemciil plac<^s; donc ces 
triangles soiil symétriques, el par suite équivalents; donc la somme 
des triangles comparés est égale au fuseau RDAE. Par la mt**me 
raison , la samme des triangles GBF, DBL est égale au fn^^fmi dont 
Tangle est It, et crilin la soinnie des triangles HCL^ EGF est t-gale 
au fuseau dont l'angle est C. Cela posé , il est évident que la somme 
des trois fuseaux surpasse rhémisphèrc du double du Ifianglo BAC, 
nous aurons donc, en nommant S la surface de rhémisphère , et 
/>/*>/" surfaces des trois fuseaux, 

2T = / +/' -f-./" — S; 
mais en jirenant Panglc droit pour unité d'angle^ et le triangle 
Irirectangle pour unik' de surface /= 20,/^' = 2C, S s 4, 

doncâT = 2A + 2B + :iC— 4, d'où 

T = A + B + C— 2. C. Q. F. D. 

4* CoroUiùre» Un polygone spkérique a ftour mesure Pexeès de 
la somme de tous ses angles, sur auiani dp fois deux angles droits 
gue ce polygone renferme de eâiés moins dmtx. 

Si par un sommet quelconque on mène des an» de grand ceicle 
ktoiis les sommets non adjacents, on décomposera le polygone en 
autant de triangles qa*Il renferme de côtés moins deux; mais Paire 
de chaque triangle est égale à l'excès de la somme de ses trois angles 
sur deux angles droits^ donc Taire du polygone sphérique est égale 
à Pexoès de la somme de tous ses angles, sur autant de fois deux 
angles droits quMl renferme de triangles, ou de côtés moins deux; 
par conséquent, si l'on nomme A, B, G,... les angles du polygone^ 
n le nombre de ses côtés, et P sa surface , on aura 
P = A + B + C + D 2(n— 2). 

ScoLic. Les formules précédentes exprunaat combien de fois les 
surfaces qu'elles déterminent contiennent de triangles trirectangles, 
il faudra, pour obtenir ces surfaces en unités ordinaires, les mul- 
tiplier par la surface du triangle trirectangle rapporté à la nouvelle 

unité, OU par « R désignant le rayon de lasplière;de 

sorte que ces formules deviendront : 

celle du triangle T = — - ( a + B + G ^ 2}; 

celle du polygone P = -_[A + B+ C + D + — 2(n— 2)]. 
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En supposant, par exemple, R =s i», a s it, ij, 
D s d|, n s 4, elles donneront respectivement 

T =s 1, 7017 mètres carrés. 
P s a, 44506 mètres carrés. 

A1IALÛG1J£ II. — THÉORÈME. 

*543. Le volume tPun onglet sphéfique ett au votume de la sphère, 
comme te fiueau qui sert do bote à PongUt, esi à ia surface de la 
sphère. V. P, 544 + cor. 4 . 

A. L. D arc, mesure, 1 an^^lc du secteur, cercle, secteur, 
L. fuseau, base^ Tonglet^ sphère, onglet, 

A. L. D. ttR*, SttR, circonférence, points, 

L. JîfR', 47tU% surface de la sphère, sommets des Ogures, 

A. L. D. surface, moitié, *. 
L. solidité, tiers, \. 
ScoUe, Sidanslaformole onglet s ^Ra, on ronplace o par sa 

valeur ■ (342. cor. 1), m ayant ici la même signification qu'au 
numéro cité, il vient 

onglet = 

Si l'on suppose, par exemple, m = 10», R = 5", on trouvera 
onglet = 3, 1416 mètres cubes. 

ANALOGIE m. — THÉORÈME. 

* 344. Le volume iPun sedewr sphirique est au volume de la 
sphère, comme ta calotte spkérique qid sert de base au secteur, est 
à la surfacedela sphère ' V. P. 341 + cor. 1 et 2. 
A. L. D. arc, mesure, à Pangle du secteur, 

L. caloiie sphérique, base, au secteur, 

A. L. D. cercle, 7rR«, StiR, circonférence, 

L. . sphère, *7rR», 47rR«, surface de la sphère, 
A. L. D. pouiis, surface, moitié, triangle, corde. 

L. sommets des figures, solidité, tiers, J, cAne, cercle. 
3« Corollaire. Le volume d'un segment sphérique à deux hases, 
esi égal à la différence des volumes des segments sphériques à une 
base y qui se terminent aux deux bases dusegmentproposé. 
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ScoUe, Si dans la formule lecleor » on lemplace a par sa 
valeur MUR (534. cor, 4), H ajanl ici la ménieBignificatioii qu'au 
numéro cité, il Tient secteur = |icR*H. SI Ton suppose, par 

exemple, H s 3", R » on trouvera 
secteur 157, 08 mètres cubes. 

THÂOAÈIIB. 

Zh&, Deu» irianfflêi qui ùni un angle égal, êont 
entre euse comme Uê produite dot oétée qui comprennent 

Vangle égal. 

Supposons, pour un instant, qu'on ait fait coïncider 
Tangle égal des deux triangles, et soient {fig, 255) ABC, 
AOE ces deux friangles; je Joins le point D au point C, et 
je compare le triangle ÂBG au triangle ACD, puis le 
triangle ACD au triangle ADE. Les triangles ABC, ACD, 
ayant même sommet G et fenfs hases situées sur la même 
droite, ont nicmc hauteur, cl ilutuieul par conséquent la 
propoiiion (S21. cor. 2). 

abc: ACD :; AB : ad. 

Les iriangtes ACD, AD£, ayant aussi même sommet D et 
leurs bases également situées sur une même droite , ont 
même hauteur, et donnent par la même raison 

ACD : ADE:: AG: A£; 
multipliant ces proportions terme à terme , et supprimant 
ACD, fiicfeur commun aux deux termes du premier rapport 
de la proportion rësulianie, il vient 

ABC : ADE : : ab.ac : ad. ae. c. q. f. d. 

ANAL06IB. — TBÊOEiHE. 

* 340. Deux lélraèdrcs qtu uni un tnedrc égal, sont entre eux 
comme les produits des arêtes qui comprennent le tnedrc égal 
(6g. 256). 

V.N.P. A.L.D. angle, iri;iiigle, ARC, ADE, aupoinlC, 

L. Irièdre, Iclracdre, AB6€, ADdE, aux points C,^, 
A, L. I). ACD, droite, AC : AE, AB.AC : AD.AE. 

L. AG6D, plan, AG.A6 : AE.Mj AB.AC.A6 : JkD.Â£,.Ad. 
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CêrMùn» ùiw télrMres fm Mm iHèdrû iifmétrique, ton! 
^ntreeux comme les proénu éeê ariUi qm eaufprmmiM le trièàre 
syméinque. Gela résulte de ce que deux tétamèdiessymétritiueesont . 
épuivaleuls, et ont leurs arêtes respecUTement ^ales. 

THÉORÈME. 

347. Dmjp iriangie» iemhlahh» ntniênin eus comme 

les carras des côtés homologues. 

Sokîiil {fiy. 20/i) ABC, A'B'C deux i ri ;ui filles, dans ^ 
lesquels je suppose égaux les angles marquée cU s mêmes 
lettres i prenant deux côtés bomoiogues quelconques AB, 

A'B', je dis qu'on aura ABC: A'B'C ::Âb'*:Â^*. 
L angle A ctani égal à Tangle A', les irianglcs proposés 
donneni 

ABC ABAC AB AC 

A'B'C A'B'.A'C ~~ A'B' * A'C ' 

niais la comparaison des côiés homologues de ces mêmes 

, . . AB AC , 

(riangles donne aussi ^p^r ~'X'C'"* 

^3 

T-W~=^-^- ou ABC : A'BX^ AB :a'B'. 

A'B' 

C. Q. F. D. 

ANALOGIE I. — THÉORÈME. 

^ i8. Deux tétraèdres semblabUê «onl entre eux comme les tmbes 

deanrètcs homologucf! ffV- 205). 

V. N. P. A. L. D. ABC, A'B'C, triangle, angle, côté, 

L. ABGa.A'B'Ca', tétraèdre, trièdve^avète, 

— 2 S AB AC 

A.L.D. AB,A'B', AB.AC, A'B' .A'C'., -1757.7^, 

— » ' AB AC Aff 

L. AB , A'B' , AB.AC.Aa, A'B'.A'C.A'a'. , 7757. «i^, . 77^, 

A W . A i* A # 

AB _ AC 

AB AC ^ Aa 
A'B' ""A'C A'a'* 

3S 
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CûrûUâlite. Dm» tHraidrH iwersmsni MmnbUibl$$ wtu mire 
eux comme Us cubée det atètee homoloyttee. 

THÉORÈME. 

Sft9. Deus polygonee eemhlabhe ioni enire §ux comme 
les carrée dee eâtée homologuée. 

Deux polyjîoncs semblnbles <^innt composés d'un même 
ïiombi'<' (le iri;iiiL;lrs s(Mn!)I;)l)!('s chacun à chacun, si l'on 
compare deux liiangtcs homologues quelconques, ces 
triangles seront entre eux comme les carrés de deux de 
leurs côtés homologues; mais les ligues bomolognes de 
deux polygones semblables étant toutes proportionnelles, 
les triangles comparés sont entre eux comme les carrés de 
deux mêmes côtés homologues quelconques C , c , ou , en 
d*auires termes, les triangles homologues sont entre eux 
dans un rapport constant; donc, si Ton nomme T, 1% 
T'^ etc., ei tf t' y t" , etc., les triangles consécutifs des 
deux polygones, on aura 

ï:<::T' ' ::etc.::c*:c% 

d'où Ton tire 

T+T'+T"+etc. : *+i'+â"4-eic. ::T : D : 

maisT4-T'+T"+6i^« ^^^prime la surface du premier 
polygone , et I -|- 1' -|- 1" -f" ^ surface du second* 
donc, etc. 

Corollaire. Deux polygones K guUers semblables sont 
entre eux comme les carres des rayons des cercles 
insciHu et circonscrits. £n effet , les surfaces des deux 
polygones sont entre elles comme les carrés des côtés 
homologues; mais les côtés homologues étant entre eux 
comme les rayons des cercles inscrits et circonscritS| les 
carrés de ces mêmes côtés sont entre eux comme les carrés 
de ces rayons; donc , etc. 

ANALOGIE 1. — THÉORàUB. 

*350. Le$ mfacee de deux pyramides semblables sm entre 
elles eemne les carrés des arêtes hmMhptes, • 
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V. P. P. A. L. D. piihgune, composés d'un , c6lé. 

L. pyramide, comprises sous ud, arèle. 

ANALOGIE II. — TBAoRÈMB. 

* 351 . Deux pyramides semblables sont entre eUes comme Us 
cubes des arêtes homologues. V. P. 549, 

A. L. D. polygone, triangle, carré, côté, C% c% surface. 

L. pyramide, tétraèdre, cube, arête, C\ c», solidité. 

ANALOGIE III. — TBéORÈHB. 

* 352. Les surfaces de deux polyèdres semblables sont entre eiUê 
comme les carrés îles tirelcs homoloques, V. P. 349, 

A. L. D. iMilvgoiio, composés d'un, triangle, cAl«^. 

L. polyèdre , compris sous un, face, arête, 

ANALOGIE rr. — TfléOBÈMB. 

♦353. Deux polyèdres semblables sont entre eux comme les cubes 
des arêtes homologues. V. P. 349, 

A. L. D. liolygone, tridiigle, carn', côté, C, c% surface. 

L. polyèdre, pyramide, cube, arête, C», c% volume. 

ANALOGIB T. — TBéOBÈlCB. 

* 354. Les sur/aces convexes de deux cônes semblables sont entre 
elles comme les carrés des hauteurs des deux cônes, 

Nommonii G et O les apoUi^Qies, R et R' les rayons des bases, 
S et SMes surfaces convexes, il et H' les hauteurs des deux cônes; 
comme la sm iace convexe d'un cône a pour mesure la circonférence 
de la base multipliée par la moitié <] e )' apothème, nous aurons, pour 
les surfaces convexes des deux solides, 

S = 7:UC , S' = nl\'C\ d*où Ton tire 

S' ^ R'C R' * C ' 
mais, puisque les deux cônes sont semblables, 

^ C H, S H» ^^^^ 

W^W^Bf' '^^'''^ F " ¥• • ^ ^* ^' ^• 

ANALOGIE VI. — THÉORÈME. 

* 3r>5. Deux Cônes semblables sont entre eux cmme les cubes 4e 
leurs hauteurs. 
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Nommoiis V i l V volumes, Ret R' les ra> dus bases, H et H' 
les hauteurs des deux cùues; comme le cône a pour mesure le tiers 
du produit de sa base el de sa hauteur, nous aurons, pour les volumes 
des deui solides, 

T = {rfWI, f = irfl'll', d'où 1 = = ^. ^ ; 

Huâs, puisque les deux cônes sont semblables, 

lf = ||?><iou-=-^;5,donc 

V n» 

AMALOGlfi VII. — THÉORÈME. 

* SSfd. Les surfaces eenvexês de deux et/Undres sembfabies sent 
entre eUee comme Im emrrée des kmdem's des deum cffUndres, 

V. N. 3K4. A. L. D. nommons C el C les apothèmes, 

I4. nommons, 
A. L. D. c()iie, moitié de Tapotlièmo, ir, Q, G* 
L. cylindre^ hauteur^ Sve, H, H'. 

* 387. Deux cylindres semMMss sont entreeux comme Us cubes 
de leurs hoMieurs, 

T. N. 355. A. L. D. otoe, tien du produit, {n. 

L. cylindre, produit, «• 

THÉORÈMB. 

358. Deux cercles quelconque* *ont {îutt e eux comme 
les carrés de leurs rayons. 

Nomuiaiii S et S' les surfaces , H ei R' les rayons des 
deux cercles, nous aurons (337. cor.) 

S = irR*, s'= «R' s d*où S : S' : : R« : R' «. 

c. Q. F. D. 

Corollaire, Deux eereles queleonquee sont ausei entre 
eus comme les earr^ de leurs diamèire». En effol , Pou a 

d'abord R : R' : : 2R : 2R', car un lappoi i ne chan^je pas 
quand on niuUiplie ses deux lermes par nu même nombrei 
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ëlevaiu au carré iou& les iermcs de celte prupui iioii , elle 
devient : R'» :: (2R)« : (2R')«; comparani 

crue proporiion avec la proporuou S I S' II R* ; R'% ou 
obUeiU, à cause du rappot-i cominuii , 

s:s'::(2R)«:(2R')». c.q. f. d. 

ANALOGIE I. — THÉORÈHE. 

359. Les surfaces de deus tpkires çuetoMqueê i9nt entré eUee 
eeÊtoM ie$ earrée de leun royoïu. 

CoroUasre, ùn tmfi^eee de daix ephères ifueleonquêe jwu mtni 
entre ettee eemm tee emrés de ienrê éiamitres, 

y. N. P. A. L. D. cercle, «r. 

L. sphère, iir. 

ANALOGIE II. — TUÉORÈME. 

3G0. I^eiix tphèru fuetconqneê lonl «nlre eUes comme les cubes 
de iewrs miftms. Y. N. 3K8. 

A, L. D, surfiwe^ ceiele> R-, W\ carré, (iR)«, (2U')«. 
L, TOlume, sphère, jTr, R», R'», cube, (âR)S (2R')*. 

361. Comiruire un carré qui iêit éqmûalmU à un 
parallélogramme 9uàun triangle donné, 
i* J'appelle h eî h \n base et le banteur du parallék>» 

jjramiue doaiic, ei x le oùié iiicoiiiiu du carré qui doit être 
équivalent î\ ce parallélogi ainme ; le carré ayant pour 
luesure u:', et le parallélograiiHiic b/i , nous uurotis 

jr« = bh y d'où ^ : x ; : jr : /i , ce qui uiunlre 
que ie cdié du carré cherché esi une oioyeoue propor- 
lioDoeUe enire la base et ta baaieur du parallélogramme; 
on ebercbera donc la moyenoe proporiioiineUe des lignes 
h et A, sur cette aïoyenne proportionnelle on construira un 
carré , et le problème ser«i résolu. 

2°(V. 1" cas). 

A. L. D. parallélogramme, h, hauieur. 
L. triangle, ^h, denii-bauteur« 
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PROBLÈME. 

* &62. Conêiruirê un reetangle équivalent à un carre 
donné, et dont la iomme do$ eâtéê contigus $oit égale à 
une ligne donnée. 

Suit (//^. 257) C le côte du carré douiié , et AD la ligne 
donnée; sur AB coimm' diamètre, je décris une deaii- 
circoiiTéreiice ; a l'une quelconque A d» ^ oxiréunlés de ce 
diaiuèire , j élève lu per pendiculaire AD =C; par le poînl 
D je nièoe parallèlenienl à AB uue ligue qui rencontre 
généralement la demi-circonférence en deux poinls M, N; 
de Tun quelconque M de ces points, j'abaisse la perpendi<* 
culaire MP« et Je dis que le rectangle consirnit sur les 
lignes AP, BP, qui oui pour somme AB, sera le rectangle 
demandé; en effei, on a la proportion (265, cor.) 

AP : MP :: MP : BP, ou, on d autres 
termes, AP ! C :: C : BP, d'où i on lire 

AP.BP = O. C. Q. F. D. 

l'*" Se 0 fie. Le rectangle construit sur les segments AQ, 
BQ , satisfait aussi auit conditions de Ténoncé , et pourtant 
le problème n*admet qu'une solution, car Tégalité des 
triangles rectangles OMP, ONQ entraîne régallté des 

lignes OP, OQ, et par suite celle des lignes AP, BQ, 

uiiihi que celle des ligues BP, AQ. 

2" Scolie. Pour que le problème soit possible, il faut et 
il suliii que la parallèle DN rencontre la demi -circonfé- 
rence, ce qui exige que AD ou G ne surpasse pas la perpen- 
dicnlaire OR, c'est-à-dire la moitié de la ligne donnée AB. 
Lorsque le côté C sera égal à HB, la parallèle touchera la 
demi-circonférence au point R, ei le rectangle qu'on déier- 
minera sera e^al au cane donné. 

PROBLÈME. 

* S63. CoMtruire un reetangle équivalent è un carré 

dotmé , el dont la di/jurejice des cotes contigus soit égale 
à une ligne donnée. 
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SoU {fig, 258) G le c6(é da carré donné , et AB la ligne 

donnée ; sur AB comme diamèire, je décris une circonfé- 
rence ; à Tune quelconque A des exirëmilés de ce diamèlre, 
j'élève la perpeiidieukiitp A]) = C5 par le point D ei le 
centre 0, je mène la sécante DMN, et je dis que le recianglo 
consiruii sur les lignes DN , DM , qui onl pour différence 
MN = AB, sera le rectangle demandé; en effei (t77)« on a 
la proportion DN : AD :: AD : DM, ou, en d^auires 
termes, DN : G : : G : DM , d*où l'on tire 

DN.DM = C«. 

PROBLÈME. 

Sur une ligne doniien conah^uire un rectangle 
équivalent à un rectangle donné . 

Soient i6 et À lu base ei la hauteur du rectangle donné, 
/ la ligne donnée , et 4? la hauteur Inconnue du rectangle 
qu*ii faut construire ; le rectangle donné ayant pour mesure 
ih^ et le rectangle cherché Ix , nous aurons lx = hh, à'oh 
ÎXh\lh \ x\ Ton voit qu*on obtiendra la hauteur x du 
rectangle demandé, en construisant une quatrième pro- 
portionnelle à la ligne donnée à (a base et à la liauieur 
h du rectangle donné. 

PROBLÈME. 

365. Cotiêiruire un $riangie équivalent à un polygone 
donné. 

Je suppose qu*on veuille convertir le polygone ABCDE 
{fig. 259) en un triangle équivalent. A cet effet, je tire la 
diagonale AC , et par le point B je mène BF parallèle à AG; 

joig«iani ensuite le point A au point F, je forme un triangle 
AFC équivaleiii au triangle ABC, eomine ayant même base 
ACqnek' iri;inglo AliC ei même hauteur, car lessonanets B 
et F soQl placés sur une même ligne BF parallèle à la base 
commune AC ; le polygone ABCDE est donc équivaleui au 
polygone AFD£ qui renferme un côté de moins, car ces deux 
polygones se composent d*one partie commune ACD£, et 
, d*une partie équivalente ABG= AFC. Par une construction 
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somhlablo, je retranche du (iiiadrilaière AFDE le iriangle 
A El), ei je lui substitue le innn*î!e cquivaleul AGI), obtenu 
en menant EG parallèle à Al) et lirnnt ensuite AG; de la 
sorte, le quadrilatère AFDE se trouve transformé en un 
triangle équivalent GAF; mais le quadrilatère AFDE est 
éqaivaleflian polygone donné ABCDE, donc aussi le triangle 
GAF est équivalent à ce dernier polygone. G. Q. F. D« 

PROBLÈME. 

d66. Contiruire un earré qui êoit équivalent à la 
somme ou à la différence de deux carréf donnA, 
1* On construira un triangle rectangle dont les cdtés de 

l'angle ilroil seront respectivement égaux aux côtés des 
carrés donnes ; le carré construit sur Thypothénuse du 
triangle ainsi formé , sera le carré demandé (266). 

2" On construira un triangle rcciaugle dont Fun des côtés 
de l'angle droit sera égal au côté du plus petit carré, et dont 
Ftiypoihénuse sera égale au côté de l'autre carré i le carré 
coosiruit surle second côté de Tangle droit de ce triangle» 
sera le carré demandé (266. cor. 1). 

Seolie. On construira , sans peine » un carré équivalent 
à la somme de tant de carrés qu*on voudra. 

PROBLÈME. 

* 367. DetMS figurei $emhlahlêê étant donnée», eoftt- 
truireune troiêième figure semblable à ekaeune d^elfe», 

el qui soit équivalente à leur somme ou à leur différence » 
i° Soieiii a el i6 deux côtés homologues de deux figures 
semblables données A el R; j'appelle h l'hypothénuse d'un 
triangle rectangle doni les deux autres côtés seraient a el b\ 
stir la ligne h homologue à Fuii quelconque a des côtés 
donnés, je construis une figure H semblable à A ; cette 
figure sera aussi semblable à B, et je dis de plus qu'elle sera 
équivalente à A + B. Le» figures A et B étant aemblables, 
donnent la proportion (349) 

A : B :: fl* : b\ dmi a + b : a :: a*+A«ou/i» : «*. 
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Les figures H et A ëtsoi aussi semblableSt donneat égale» 
meni H : A ; : h* : a«; 

coiiiparani ceUe proporiioii nvcc la précédente, et obser- 
vant que ces deux proportions oiu leurs trois derniers 
termes égaux cbacon à chacun , ou conclut 

H = A + B. C.Q.F.D. 
On construira un triangle rectangle dont l'un des côtés 
de Tangle droit sera égal au plus petit b des o6tés donnés, 
et doot rhypoihéause sera égale à fautre cAtë ai la igive D 
semblable à A oa à B, coostroite sor le seeond côté d de 
i*angle droit de ce triangle , sera la figure demandée ; en 
elle t , on aura 

A : B :: a* : dou a — b : b :: ou d* : b*-, 

mais Ton a aussi Dlhlld*', b\ par conséquent 

D = A — B. C» Q. F. D. 
SeoUe. Si sur Uê troiê càtéê d'un triangle reeiangle^ 
eomidéréi comme eâSeâ hcmoioguei, on eonêiruii troiê 
figurée iemhlahleet la figure eontiruite sur Fhypoihéhuse 
sera équivalente à la iomme dee deuw autree. 

PaOBLÈHB. 

* 368. Consiruire un carré qui soit à un carré donné, 
comme une ligne est à une autre ligne. 

Soit C {fig, 260) le côté du carré donné , et M, N les 
deux lignes données ; ayant tiré une ligne indéfinie AX , je 
prends sur cette ligne AP » M , PB s=s N $ sur AB comme 
diamètre, Je décris une demi-circonférence; ao point P 
j eleve la perpendiculaire PR ; par le point R je tire les 
lignes indéfinies Rx\ , RB; sur KB je prends RD = C; par 
le point D mène DE parallèle ù AX , ei je dis que RE sera 
le côté du carré cherché. £n eSai (266. cor. k), on a la 

propoi liuii RÊ': rd': : eq : dq; 

mais EQ : DQ AP : BP (24$. cor. 3), donc 

R£ : RD : : AP : BP; or, par construc-* 
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lion, RD = C, ÀP — M, BP « N, par consëqueDi 

RË*:o.:M:N. c.q. f.d. 

• 869. Construire une figure semblable à une figure 
donnée , et qui soii à cette figure comme une ligne est à 
UM autre ligne. 

Soit C {fig* 260) un côié quelconque de la figure donnée 
F» et M , N les deux lignes données; ayant effectué les 
mêmes constructions qn*au numéro précédent » je dis que 
la figure F' semblable à F, construite sur RE bomologne à 
C , bel a la figure demandée. En effet, F' étant semblable à 

F, on a la proportion F' : F : : RË : O; mais 

RË : C« : : M : N , donc 

F' :f::m:n. c. q. f. d. 

PROBLÈME. 

• 370. Construire une figure semhlahie à une figure 
donnée F, el qui soit équivalente à une autre figure F' 

aussi donnée. 

Soit c un côté quelconque de la figure F, el x le côlé 
bomolognede la figure X qu'on veut consiruire ; les figures 
F et X étant semblables, devront satisfaire à la proporiion 
F : X ou F' : : I «*9 de laquelle il faut déduire » par le 
secours de la règle et du compas ; mais nous ne savons pas 
trouver graphiquement un caiTé qui soit une quatrième 
proportionnelle à trois surfaces données, donc nous devons 
chercher à iransloi mer celle proporiion en une autre qui 
ne contienne que des lignes^ or, nous uUcindrons évidem- 
ment ce but, en convertissant en carrés les fif^urt s F et F' , 
car en nommant m ei w les côtés de ces cai res, n ous aurons 
F s m*, F' s=w% el par suite m* : : : c- : arS d'où 

mXnlXelw\ ainsi la ligne in- 
connue ^ s'obtiendra en construisant une quatrième pro- 
porlionnelle aux irois lignes m, w, <?. 
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ÉNONCÉS DE QUESTIONS A RÉSOUDRE. 



fluesUon» de Ctéoiiiëtrle plane. 

I. Evaluer en mètres carrés : 1* rbectomècre carré, S* |e 
décamètre carré , le décimètre carré, k"" le centimètre 

carré , etc. 

Evaluer aussi le déciaièire carré en centimètres carrés, 
le ceniimèire carré en milliiuèu es carrés, etc. 

Cenveriir eu décamètres carrés, heclomèires carrés, etc. 
(ou en ares, hectares, etc.)f et en décimètres carrés, cenii- 
mètres carrés, etc., une quantité de mètres carrés exprimée 
par un nombre décimal. 

IL La surface d*un jardin de forme carrée est de Aû hec- 
tares, 89 ares, 21 mètres carrés; quelle est, en mètres, la 
plus grande et la plus peiiie dimeusiuû de ce jardin • Kép. 
G8, et 639"". 

IlL La surface d'uu rectangle-esi de 17îi8 aièires carrés, 
sa hauteur est de 6^ mètres; quelle est sa base? Rép. 27'°. 

IV. Dans un parallélogramme les côtés inégaux sont: 
Tnn de 6 mètres, et Tautre de 3 i la distance des côtés pa- 
rallèles, qui ont 6 mètres de longueur, est de S mètres; 
quelle est la distance des denz antres côtés? Rép. 16*. 

y. Les trois côtés d'un triangle sont : le premier de 30 
mètres, le deuxième de 30 mètres, le troisième de 36 
mètres , et la hauteur correspondante au premier de 9 
meires; quelle est In distance des deux autres sommets aux 
côtés opposés? Rép. 6 et 5". 

YI. Un jardin dont la figure est celle d'un rectangle , a 
45 mètres de long sur 24 de large $ quelle est sa surface? 
Rép. lOSO mètres carrés. 

YIL Mesurer un terrain de forme parallélogrammique, 
dont l'un des côtés est de S&O*, 6, et la hautear correspond 
dame de IS"*, 3. Rép. 3681, 18 mètres carrés. 

YIII. Trouver la surface d'un terrain triangulaire, un 
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des côtés éiant de 4G0 mètres, etia hauiear correspondante 
de 40, 85 mètres. Rép. 1B515 mètres carrés. 

IX. Mesurer un terraia doot la forme est celle d^on tra- 
pèze, les deo![ bases parallèles étant de 68*, 2, SC, 5, 

et leur dislance de 27", kS. Rép. 1080, 1575 mètres carrés. 

X. Mesurer un ten'ain de iurtiie quelconque daus 1 iulé- 
rieur duquel on peut pénétrer. 

XI. Mesurer un terrain de forme quelconque dans leqael 
on ne peut pénétrer. 

Xli. Partager im trapèae en plusieurs parties éqni?a- 
lentes. 

XIII. Partager un quadrilatère en deui parties équiva- 
lentes. 

XIV. La circunférence d'un cercle est de 62"*, 882; 
trouver le rayon ei la surface de ce cercle. Rép. ray . =10", 
surf. = 814, 16 mèires carrés. 

XV. Connaissant les trois côtés a, c d'un triangle, 
trouver sa surCace. £o faisant «4-^4"^=^» on devra 
obtenir, pour la surface S, 

S = (ip - a) - b) iip - 

XVI. Il a fallu 3™, 24 d*étoffe d'une largeur donnée, pour 
consuiiire un habit sur un pairon donné; combien faudra- 
t~il diMiu 1res de la ni(^rnc (îtofTc pour consiniire un habit 
sur UQ patron semblable, dont les dimensions linéaires 
serait trois fois moins grandes? Rép. 0'", 24. 

XVIL Un ferblantier a employé it feuilles de fer blanc 
pour fabriquer un vase quelconque î combien lui ftiudra*i-U 
de feuilles pour fabriquer un vase semblable, ayant des 
dimensions linéaires deux fois moins grandes? Rép. 8. 

Huesilous de Géométrie dans l'tHspMe* 

XVni. Onel est le cflté d'un cube équivalent h un parallélipip^ïde 
rectangle dont les dimensiuns sont ; 60 mètres, 30 mètres, 13 
' mètres? Rép. 50 mètres. 
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XIX. Construire un cube double en volume d'un cuLe donné, 
et délerrainer ie rapport entre les côtés de ces deux cubes. 

XX. Une pièce de bois de clivm: ( (piarrie mesure 9"*, 75 de lon- 
gueur, surO", 05 de largeur cl d'ciiai-i^eui ; quel eslle poids de celte 
pièce de bois, sachant qu^un décimèlie cube de sa matière pèse 

, 9i3? Rép. m'Ô^S 57. 

XXI. €k)inbien pèse une Oûloone de ibnto de S"", 3 de hauteur, et 
de 0°^, 20 de rayon , sachant qu'an décimètre cube de Conte pèae 
7ku-, 2? Bép. SOeOUi^ 906* 

XXII. Dans quelques pays de vignobles on conserreleTlndaDs 
des bassins construits en maçonnerie ; dans un bassin pareil , dont 
la longueur est de 10 mètres et la largeur de 5, le vin s'élève k la 
haulear de 25; quelle est en Htres la quantité de Tin contenue 
dans le iMnshif Rép. f 4SN> litres. 

XXin. Un rectanp:le donne naissance à deux cylindres, selon que 
la révoluliûu su fait autour de la base ou delà hauteur; déterminer 
le rapport des surfaces et des volumes de ct s deux cylindres, a et 6 
étant les deux côtés contigus du rectangle générateur. 

XXIV. Un ferblantier chargé d'une commande de tuyaux de tôle, 
ne peut emidogrw que des feuittes de 8 décimètres de long sur 5 de 
large ; le tuyau total doit avoir 25 mètres de long et 6 déci- 
mètres de calibre (diamètre); calculer combien le ferblantier em- 
ploiera an moins de feuilles de tôle , sans tenir compte du déchet. 

XX?. Goosiniin un eerde qui soit équivalent k la sniflsuse d'une 
sphère dont le rayon R est donné. 

XXVI. Un fondeur a coulé un objet en bronze du poids de 106 
kilogrammes; combien lui faudra-t-il de bronze pour en couler un 
semblable, de dinicnsions trois fois moins grandes? Rép.4kilog. 

XXVII. Un chaudronnier veut fabriquer un vase en cuivre, sem- 
blable h un autre, mais d'un poids huit fois moins considérable, 
quelles dimensions devra-t-il donner au vase qu'il veut construire? 
Hép. des dimensions deux fois moins grandes. 
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SECONDE PARTIE. 

GÉ0MÉTB1& DAMS L*B8PACB* 

Partie indépendante. 



MESURB DB l'aNGLB d'uNE DROITB BT O'UM PLAN. PLUS COURT 
CHEMIN D*UII POINT ▲ UN AUTEB SUR LÀ SURFACB RB LA 
SPHÈRE. CONSTRUCTION RU RATON D*UNB SPHÈRE. RAPPORTS 
DBS SECTIONS FAITES DANS UNE PfRAMIRR PAR DES PLANS 
PARALLÈLES A LA BASE. MESURE DBS YOLUMES DU TRONC DE 
PYRAMIDE ET DU TRONC DE CONE. RAPPORTS DES SURFACES ET 
DES TOLUMES DE LA SPHÈRE ET DU CVLiriDRE CIRGONSCiUT. 

THÉORÈME. 

* 571 UangU AGB (fig. 261} qu'une dreUe ACfait avec sa pro- 
jection CB sur un plan MN, est moindre que l*angle ÂGD que la 
même droite AC fait avec Umie autre droite CD menée par tepointC 
dans le plan MN. 

D'un point quelconque Â pris sur ÂG, je mène ÂB perpendiculaire 
an plan MN ; comme GB est la pntjectioR de AG , le pied de la per* 
pendicalaire tombera quelque part sur GB. le prends maintenant 
GD c= GB, et je joins le point A au point B; la li^e AB étant per- 
pendiculaire au plan MN, AD eat une oblique à ce plan, partant, 
ABest < AD. Je remarque maintenant que les triangles ACB, AGD 
ont un cAté commun AG , deux cAtés ^aox GB, GD, et leur troisième 
côté AB et AD, in^al; donc Tangle AGB opposé an ^us petit côté 
AB, est moindre que l'angle AGD opposé au côté AD (167). 
G. Q. F. D. 

Scorie. Gomme Tangle AGB est an angloimnlimim parmi tous les 
angles que la droite AG fait avec des droites quelconques menées par 
le point G dans le plan HN, cet angte a Hé ekoiei peur meturer 
fincUnaUen de ta dreite AG eur le plan MN. 
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TBftOKÈHB. 

* 572. Lê plus Court chcmm d'un point à un autre tur la surface 
de la .sphère y est la distance sphériquc de ces deux points. 

SoioDt A et B (yîf/. 2G2) \en deux points donnés, et Ali 1( 1 1 r tiistaucc 
sphéri<]iip ; je dis que Tarr, AB sera i>Ui< li! que toute autre œurbe 
AMNIlS 115, nien(%^ sur la surface delà '-phi ir li 11 point A au point B. 
Je partage celle courbe en un nombre inlini d'arcs convexes inli ai- 
ment petîl«;. ju lire les corde'; AC, CD, etc. de ces arcs, elje traee les 
arcs de grand cercle AtnC, ( j(T>, etc. Je remaniue mainlenanl que 
Parc de courbe AMC est équipaient h l'arc de grand cercle Aw€, 
car cliacun d'eux est équivalent à la corde AC (301) ; par la même 
raison, Parc de courbe CND est équivalent h l'arc de grand eercle 
CnD, et ainsi de suite; donc aussi la ligue courbe AMNUSIB, est 
•quivalenle k la ligne courbe Ai«CnDrE«F(B; mais dans tout poly- 
gone sphérique un côté quelconque est moindre que la somme des 
autres côtes; par conséquent AB e^^f < ÀmCnDrË^FtBi donc au&si 
AB est < âMNRSTB. G. F. D. 

PROBLÈJiB. 

* 373* JMtennlfier par «ne constmeHon plane {tfêst-^rdire par 
une canttrucHan ^eetitée dont un plan) le rayon dfun cercle poMeant 
par trois peints donnés A, B, G (fig. 263) de ta surface de ta sphère. 

Au moveii d'un comi>as, on mesurera sur la sphère les trois cordes 
AB, AC, BC, et Ton construira sur un plan un triangle égal au 
triangle ABC; ce triangle étant construit, on fera passer un cercle 
par ses trois sommets, et le cercle ainsi obtenu sera égal au cercle 
de la sphère, car si Ton fait coïncider les deux triangles, leur 
coïncidence entraînera celle des deux cerclw. 

Sco/ir. Le probb^mc que nous venons de résoudre fournit le 
moyen de déterminer le rayon d'une spb^^c quand ce rayon est 
inconnu; il suffit, pour cela, de marquer sur la splière trois points 
delà circonférence d'un grand cercle (H^L scol. 2), et de déterminer 
fHisuile le rayon du cercle qui passe par ces trois points. 

thAobèvb. 

•374. Si Ton coupe une pyramide par vu plan parnllHe à ta 
base, la secAon produite et la base sont ' ' '"'"^ carrés 

des ^anm de leurs plans au sommet de la pyramide. 



Soit ( fig. 264) SP la hauteur de la pyramide doun<^'e , cl p le point • 
où la pLipendiculaire SP rencontre le plan de la section; si Ton 
compare les polygones AUCDK, abcdc qui sont sembUdili^ (290. 

oor. t) on aun abede ; AfiCDB :: ofr' : AB* (349); mais 
(Bfr : AB Sa : SA 9p : SP, donc aussi 

— t i — » « 

ab : AB :: Sp : SP | comp&raat oeile pro- 
porlion arec la [>reaûère , il Tient 

ùMe : ABCDE :: Sp : SP . C. Q. F. D. 

I*' CoroUoire, Quand deux pyramides de même haateur sont 
attisa siar un même plan, les sections faites dans ees deux pyra- 
mides par un plan parallèle au plan det batet, tant entre eUes 
comme ces bases. 

Soit H la hauteur conmrane des eux psrramideSjBeiB'lesdevUL 
bases, 6 et 6^ les deux sections; comme les deux pyramides ont 
même hauteur et qu^eHes reposent sur le même plan, 1rs sommets 
de ees pyramides sont distante d*une même qnanlité h du plan des 
deux sections, et Ton a 

6:B::A*:H^6':B'::A*:HS d*où6:^::B:Br. 
C. Q. F. D, 

S* Corollaire, Si dans cette proportion on suppose B ^ B\ Toa 
aura aussi 6 s d'; donc, quand deux p^amides de même Hauteur 
sont assises sur un même plan, les sections faites dans eespyiror 
mides par un plan parallèle au plan des bases, sont des polygones 
équivalents^ lorsque les bases de ees pyramides sont elles-mêmes 
équioalentes* 

THÉORÈME. 

* 375. Vn tronc de pyramide quetconque est éqmoalent à un 
tronc de tétraèdre de même hauteur, ayant su deux bases retpec^ 
tivement êquivaleniet à collet du tronc de pyramide propoté. 

Soit ASCDEabcde (fig, Î64} un tronc de pyramide quelconqae, 
et SABGDE la pyramide dont il dérive; dans le plan ABCDE je 
construis un triangle A'WCf équivalent au polygone ABCDE; sur 
ce triangle j'élève un tétraèdre de même hauteur que la pyramide 
SABGDE, et je fais remarquer que le tétraèdre S'A'B'C ainsi cons- 
truit est équivalent à la pyramide SABGDE (S29, cor. 8). Si je 
prolonge maintenant le plan abcde^ ce plan détermîneni, dans le 
tétraèdre, un triangle équivalent au polygone abcde (874. 
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cor. 2), et le tétraèdre S'o'6'c' sera aussi (équivalent à la pyramide 
Sabcde; mais le tronc ABCDEfi6crfc est lu ditl'ôreiice des pyramides 
SATîCDE, SabcdCy el le tronc MWC'afb'c' est la ditÏÏ'rence des té- 
traèdres b'A'B'C, ^'a'b'c\ donc le premier tronc de pyramide est 
équivalent au second. C. Q. h\ D. 

1<" QwoUaifê. Un trûne dep^ranà4hpu(!leaHifw eHéqm^^ 
à la sommede Érait piframdes, qui auraieiU pawr iumUmr emmmê 
la houieur dt^ tronc ^ et doni k$ botes serment: là bote inférieure 
dû irene, la hase supérieure, et une nutyenne proporttonneUe entre 
ces deux bases (TiSSS), , • 

S* CoroUwre, Vn trône de cùne est équivalent à ta somme de trois 
cânes, qui mrmenipour hauteur eomnume la hauteur du tronc, et 
dont les bases seraient: ta base inférieure du tronc, la base supé- 
rieure, et une moyenne proportionnelle entre ces deux bases. 

Scolie» Il résulte de ce qui précède que la formule 
T « JH (B + d + V/Sj, 

qui donne te volume d'un tronc de tétraèdre , convient aussi à un 
tione de pyramide ou de c6ne. 

S'il s'agit d'un lionc de cAne , on introduira dans la formule 
précédente les xayons r des bases, en remplaçant B par 
b pur icr*y et l'on aura, après toutes simplîficalions faites, 

T = JttH (R2 + r« + Rr). 

Cuiiiiiie le calcul de la quantité comprise entre les parenthèses 
exige trois mulliplicaliuiis, nous simplifierons ce calcul en ajoutant 
• et rel ranci] ant, entre les parenthèses, la quantité Rr, car il viendra 
de la sorte , 

T = JtîH (R« 4 r« + Rr + Rr — Rr) = JtiH (R^ h- r« -f 2Rr ^Rr), 
ou, plus simplement, T = JttFI [(R + r)* — Rr], 
puisque R> + r» + 2Rr = (R + r)K 

TBiOBÈME. 

*57G. La surface de la sphère est à la surface du cylindre cir- 
conscr 'u^ en y comprenant les deux bases, :: 2 : 5; les volumes de ces 
.deux solides sont entre eux dans le même rapport (fig. 265). 

i"" Soit U le rayon de la sphère; le cylindre circonscrit ayant pour 
«ayon It, et pour hauteur 2R, nous aurons, pour sa surface totale, 

S = 2icR.2R + 2ivR> QàR»; 

34 
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mais l'on a aussi, ixmr la surface s tle la sphère, s = 4'7tR». donc 

s : S:: IttK* : Cmll^ ou ::2 : C. 0, F. D. 

Les volnmcs V, r des deux solides, étant donnés par les for- 
mules V = wK*.2R = 2nK3, v = J l'on a aussi 

»: V::4«ft3.2itRs ou ::2:3. 

Seoiie, £a swfface de la sphère est équivalente à ta surface cou- 
vexeihiejfUndredreonserU.Ea^eiyUL8mfM coDTexe du cylindre 
droonscritapourmeturaMi*, qui est aussi l'expressi^pi de la sur- 
tàoè de la sphère. « 

ÉNONCÉS Dt: QUESTIONS A RÉSOUDRE. 



I. MPfiiirer la capacité d'un scaii (jui a la fnrme d'un c<*>ne tronque; 
le diamètre inférieur est de 2"''^''^-, 3, et le diamètre supérieur de 
â^^- 9, la proluiideur est de o''" . Hép. 16 lilres environ. 

IT Mesurer le volume d'un tronc de c6ne donlon comiaitle cdté, 
et les rayons des deux liases. 

HI. Mesurer le volume d'un tonneau, en le considérant comme 
formé de la réunimi de deux troncs de cônes opposés par leur grande 
base. H étant la hauteur du tonneau, r le rayon du fond, et R le 
rayon de la section faite par un |)lan mené par le centre de la bonde 
perpendiculairement h Taxe , on doit trouver, pour le volume T, 

T s= iîrH [(R + r)s — llrj. 

Scolie, Comme la formule précédente suppose que le tonneau est • « 
la réunion de deux Urones de cônes parfaits^ ce qui n'est pas rigou- 
xeusementvral,aii propose de détenniner dem novliies eitre 
lesquels le Tolume vrai soit compris. 

CHAFmB ILII. 

i>£ LA SYMiTAlK EN GÉNÉRAL. DES POLYÈDRES STUÉTRIQUIS. 
DBS POLTÉDRES IflYBRSEHBlfT SEMBLABLES* 

*577. T>CXiX poink8 sont dits siiniélriques, sr-it jinrrnjifiort à un piati^ 
soit par rapport à une droite, lorsiju'étant situés sur la même perpen" 
diculaire à ceplan^ ou à celte droite, ils en sont également éloignés. 
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TUÉORRIIB. 

* 378. La distance de deux ftoints est égale, à ceUe de leurs 

symétriques. 

Soit MN (fig, 266) le plan de symétrie, A et B les deux points 
donnés, et A', B' leurs symétriques; comme, par hypothèse, les 
perpendiculaires PA, PA' sont égales, ainsi que les perpendicitlaifes 
QB, QB', le trapi'zc A'B'PQ coïncidera, par reffeidareaTenemeiity 
avec le trapèze ABPQ, et Ton aura 

AB B A'B'. C. Q. F. D. 

THÉORÈMK. 

*879. Si trois points A, B, G (fig. sont en ligne droiu, 
leurs sipnétriques A', B'^ G' sont aussi en ligne droite, 

SI le point Cf n'était gas situé sur le prolongement de AHS^, on 
aurait A'C < A'BT + B'C; 

mais en vertu du théorème précédent , 

A'C » AC, A'B^ AB, B'G' » BC, 
dîme on aurait aussi AG<AB + BG, 
oe qui est absurde , puisque , par hypothèse , les trois points A , B, G 
sont en ligne droite; donc, etc. 

SeoUe, Tous les *points de la droite AB ayant leurs symétriques 
. sur la droite A'B', cette dernière droite est dite la sgmétrigue de la 
première, 

1*' CereUaire, Quand doux droites se coupent, leurs symétriquas 
se coupent aussi; lepoint tPintersecâon de ces dernières, est le sgm^ 
trtquedupointiPinterseetùm des deux premières, et Sangle qu'elles 
/arment est égal à celui des deux premières . 

Boit A {Ji(j. 26â) le point d*întersection des droites données AB, 
AG, et A' le symétrique du point A. Le point A étant situé sur AB, 
la symétrique de AB devra passer par le point A'; par la même 
raison , la symélrique de AG devra passer par le même point A', donc 
tes spnMriques des dreiites données se coupent en un point qui est 
4e symétrique du peint d^hUersecHon des deux premères» Je dis 
maintenant que Tangle des deux premières droites est égtl à celui 
jles deux autres. Soient B et G deux points quelconques pris sur 
les droites données, et B', G' leurs symétriques ; tirant les droites 
BC, B'C', je ibrme deux triangles ABC, A'B'C, dont les cAlés sont 
respectivement égaux (378) et qui donnent, par conséquent, angle 
BAC = B'A'C. C. Q. F. D. 
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2* Corollaire. Quand linuc droites sont perpen^culaires, leurs 
symétriques sont aussi perpendiculaires, 

THiORÈHB. 

*380. Si quatre points A, B, C, D (lig. 2(>8) sont dans unmême 
plan, leurs sffmélriques A', B', C, D' sont auftsî dans un mêmeplan. 

Si le point D', par exemple, n'était pas situé dans le plan A'B'C, 
en joignant ]e point D' au point A', on formerait un Irièdre qui 
donnerait B A'b' < Wk'C + C'A'D' (ft5. cor, 2); mais en rerlu 
da corollaire du théorème précédent, 

B Aiy = BAD, B'A'C = BAC, C'A'iy = CAD, 
donoonatirail aussi BAD < BAC + CAD, ce qui est absurde, paîsque, 
parb) pottièse, les quatre points A, B,C,D sont dans -un mâme plan. 

Scolïc. Tous les points du plan ABC ayant leurs symétriques sur le 
plan A'B'C, ce dernier plan est dit le symétrique du premier. 

Il est évident que toute ligne tracée dans le plan ABC, aura sa 
symétrique dans le plan A'B'C 

1*' CwoUaire. Lorsque dcuxpUms se coupent, Icurt symMritfms 
se coupent aussi; h éraite d^inter$eciion de ces derniers est ta sytné' 
trique de Pinierseetion des deux premiers, etletUèdrequ^Us firment 
est égal à eeb» des deux premiers. 

Soit AB {Jig. 268) la droite dinlerseetion des plans donnésCAB, 
DAB, et A'B' la syinétrique de la droite AB. La droite AB étant 
située dans le plan CÂB, le symétrique du plan GAB dem contenir 
la droite A'B'; par la même raison , le symétrique du plan DAB devra 
eontenir laméme dmite A'B', donc UesyÊtétriqaes des pUme donnés 
se coupent suivant une droUe qui est ia symétrique de PintersecHon 
des deux prenuêrs. Je dis maintenant que le dièdte des deux pre- 
miers plans GAB, J>ÂB, est égal à celui des deux seconds G'A'B', 
D'A'B^.SoilGADle module du dièdre GABD, et A'G% A'IV les symé- 
triques des oétés AG, AD de ce module; comme Tangle de deux 
droites est égal à celui de leurs symétriques, les angles GAD, G'A'D' 
sont égaux; mais les droites AG, AD étant, par construction, per« 
pendlculafres sur AB, A'G' et A'D'^ leurs symétriques, sont aussi 
perpendiculaires sur A'B' symétrique de AB; donc Tangle G'A'D' 
est le module du seiovl dièdre G'A'B'IK^ puisque les cétés de cet 
angle sont, en outre, situés dans les symétriques G' A%', D'A'B'des 
plans donnés. 
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TUÉURÉME. 

*381 . Deux polyèdres tant eytnétriquêi quatul Uwrs sonmeis nnU 
respecihement symétriques, 

GoDceYons que Ton ait cooslruit les symétriques des sommets d^uii 
polyèdre donné. Les symétriques des sommets de chaque face déter- 
minant une face égale, et les dièdres des faces symétriques étant 
égaux (378), (379. cor. 4), (380), îe polyèdre ainsi formé et le 
polyèdKt donné sont égaux dans toutes leurs parties; mais les angles 
plans égaux sont distribués dans un ordre inverse autour des angles 
polyèdres qui se correspondent, donc les polyèdres comparés sont 
symétriques. G. Q. F. D. 

I ScoUe. Unpoiyèdredonné n'a qu^un ieiU peiiyèdrestfmétrique; 
car il e«t évident que tous les polyèdres symétriques du polyèdre 
donné coïncideraient par la superposition. 

2* ScoHe. Dem polyèdres eont inversemeM âemblaètes quand 
f ttii.d'«tuB est semblabh au symétrique de Poutre, 

S* ScoHe. Les surfaces de deux polyèdres inversement semblables 
sont entre elles comme les carrés des arêtes homologues. 

1*' Corollaire Deux pyramides symétriques sontcompesées cfun 
même nombre de tétraèdres symétriques; et deux polyèdres symé^ 
triques d'un même nombre de pyranndes symétriques, 

S* Corottaire. Deux pyranudes symétriqËies sont équivateniest 
puisqu^eiles sont composées d*un même nombre de tétraèdres 
symétriques. 

5* Corollaire, Deux polyèdres symétriques sont éfuivalents;^ 
puisqu'ils sont composés d'un même nombre de pyramides symé- 
triques. 

4* Corollmre* Les lignes bomologues de deux polyèdres inverse" 
ment semblables sont proportionnelles^ 

5* CoroUaire. Deux polyèdres inversement semblables sont entre 
eux comme les cubes des arêtes homologues. 



liAUALES DL QUESTlOiNS A RÉSUUl>KL. 

I. CoiisU rfii e, h l'aide des points syait* triques, une figure plane 
égale à uue Ugurc donnée. 
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n. MennlBAT la poiitioB de Timage d^un okjet derrière ui^ê siuv 
ftMseplane réfléehnuuile , Mobant qu'un^ayoD lumineux qui IMnbé | 

Bur une telle surface, fait avec elle Taugle d^incidence égal à Tangle 
de réflexion. 



rw. 
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